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Introduzione

Agli inizi del percorso formativo di ogni studentéritmetica occupa un posto di primordine

nello studio della Matematica, anzi costituiscstlaittura base degli studi della scuola primaria.
Nella pluriennale storia della matematica I'Ariticat € stata oggetto di studio dei piu grandi
matematici, in essa ancora permangono proprietémosdrate ( dette congetture ), che
costituiscono dei veri rompicapo per chi si vuoteiagere a dimostrarle. Nello scorrere del
tempo con la scoperta di nuove strutture matematicbnché di algoritmi operativi si e riusciti a
dimostrarne alcune congetture: ultima il Teorem@edmat: X +y'= 7' convn€ N:n > 2.

L’avvento di calcolatori e di software adeguati hanpermesso di verificare congetture su
grandezze numeriche dell’ordine di*f0con ore ed ore di lavoro continuato, mettendo arich
sinergia numerosi operatori. La ricerca matematicguesto campo € ancora oggi oggetto di
impegno nei diversi centri di studio, sparsi in mwosi universita; tale ricerca pur non
raggiungendo il traguardo sperato tuttavia ha dggonto a scoperte di nuove strutture ed
algoritmi che arricchiscono il sapere matematico.

Obiettivo di questo scritto vuole essere portareoaoscenza e sensibilizzare gli studenti
particolarmente interessati allo studio della matiéra su temi non trattati nei normali corsi
della scuola secondaria superiore, ma che cosfitagsun affascinante campo di conoscenze che
possono sprigionare passione e amore e quindicacerlla consapevolezza che linteresse
intellettivo verso un oggetto culturale nasce quaatia mente dello studioso arrivano stimoli
conoscitivi sugli argomenti che trattano quell’oigeTali temi trovano fondamento nello studio
degli argomenti trattati in un normale corso didgdudi un liceo tecnico-scientifico. La Teoria
dei Numeri costituisce il fondamento naturale desgfo scritto ( il prossimo impegno di chi
scrive sara la stesura di “ Elementi di teoria ademeri: dai Naturali ai Complessi “ ), che
permettera al lettore di avere un quadro di riferito sulla costruzione ed assiomatizzazione
delle strutture numeriche.

L’Aritmetica, trattando i numeri naturali che ritaho nella loro totalita un insieme discreto, si
presta facilmente a trattare e verificare le pegrienunciate in essa con l'ausilio di algoritmi
informatici, pertanto in questo scritto sono espasa serie di programmi completi in linguaggio
Turbo Pascal che implementano proprieta aritmetith@remi e congetture. Lo studio delle
strutture informatiche presenti in tali programn@rpettera di crearne di nuovi e aiutera a
sviluppare capacita operative nello studente edjensibilita ed amore alla ricerca. Chissa se
gualche studente possa riuscire a trovare quehléesie risolutive atte a dimostrare congetture
ancora in essere ? Lo scrivente é convinto dalidie della Storia della Matematica che solo
nelle menti giovani la creativita matematica tradeareno adatto e fruttifero: infatti i grandi
matematici hanno fatto le loro scoperte in eta gimile e successivamente le hanno sviluppato,
perfezionato e razionalizzato in eta adulta.

Questo scritto si sviluppa in quattro capitoli, dhettano: le funzioni aritmetiche , la funzione
Gamma di Eulero e la funzione Zeta di Riemann, mem primi e la primalita, le frazioni
continue e sue applicazioni
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L’esposizione, essendo rivolta a studenti del iierdi un liceo, € volutamente informativa ed
indicativa al fine di portare a conoscenza gli angati trattati: le dimostrazioni sono ridotte
all'essenziale.



CAPITOLO |

FUNZIONI ARITMETICHE

Generalita

In generale si chiama funzione aritmetica ogni fone a valori reali ( o in generale complessi)
definita nell'insieme dei numeri naturali: cioé o¢ggge che a qualunque elemento x preso
nell'insieme dei numeri naturali fa corrisponderealemento f(x) del campo dei numeri reali (0
in generale dei numeri complessi).

Tuttavia si € soliti riservare al nome di funzi@arémetica ad una funzione del tipo anzidetto che
si riferisce a qualche proprieta piu spiccatamanitenetica. Le piu notevoli e tipiche funzioni
aritmetiche consacrate dalla tradizione sono quatleate comunemente coi simboli:

y=¢pn); y=1t(n); y=p@; y=0cm); y=r(n),fm=1; In)=n

NB. La simbologia d|n , che incontreremo spessjuesto capitolo, afferma che d e un divisore

di n.

1) Lafunzioney = ¢ (n) , dettaindicatore di Eulero o Totiengappresenta il numero dei
numeri naturali primi com e minori din.

2) Lafunzioney = d (n) rappresenta il numero dei numeri naturali cheddimon.

3) Lafunzioney = o (n) rappresenta la somma dei divisorndi

4) La funzioney = u (n) é lafunzione di Mbius

5) La funzioney = r (n) rappresenta il numero delle soluzioni, in inted x , dell’equazione
x?+ y?=n

6) La funzionef(n) = 1, dettafunzione unitaria, &na funzione costante che associa ad ogni
n € N l'unita dell’insiemeN: 1.

7) Lafunzionel(n) = n , dettafunzione identitd una funzione che fa corrispondere ad ogni
ne€ N il valoren.

Analizziamo singolarmente le diverse funzioni
A) Indicatore di Eulero o totiene : funzioney = ¢ (n)

Def. Si chiamandicatore di Eulero o Totienk funzione aritmeticg = ¢ (n) il cui
valore € il numero dei numeri naturali primi coe minori din.

Es.
- Sian=24. Tutti i numeri primi con 24 e minori di 24rem 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; per
un totale di 8 elementi. Pertango( 24 ) = 8
- Sian=13. Essendo 13 un numero primo, tutti i numampcon 13 e minori di 13 sono
tutti i numeri naturali che vanno da 1 a 12, petatale di 12 elementi. Pertanto

p(13) =12.
Cerchiamo ora una formula che ci permetiedividuare il valore dip (n )



Sen = p numero primo, tutti i numeri naturali minoriglsono primi con p, per un totale di
(p-1); pertanto
p(p)=p-—-1
Sen=p": cioé ad una potenza di un numero primo, conisioer tutti i multipli g di p con
p < q <p™: deltipoq= kpconl <k < p™~1, per un totale di 'P™*; pertanto la totalita
dei numeri naturali minori di= pg" e primi conn = g" sono
p(p)=p"-p" ' =p" (-1 =pm(1 —%)

Sené un numero composto, sappiamo dal Teorema fondateatell’Aritmetica che tale
numero &€ decomponibile in fattori primi e tdeEcomposizione & unica a meno dell’ordine dei
fattori. Sia n = p;* *py? - ... py" la decomposizione canonicartdin fattori primi, il valore
di ¢ (n) e dato da:

@ em)=n(1-2)(1-2)..(1-7)

P1 P2 pr
scritta in forma sintetica con l'introduzione gebduttorio, si ha

1 . -
' (n) =n- Hp|n (1 - ;) = Hpi“im(pial - pial 1)
in quanto, come avremo modo di vedere, la funzipiier ) € moltiplicativa: cioe sa =
P1P2,

¢ (n)=¢@Erp) =¢ (p1) @)= - D2 -1 = pl'Pz'(l_i)(l_i):

L'espressione formale (1) costituisce la formulaipdividuare il valore dip (n ), dopo aver
scomposto in fattori primi il numen.

Es. Sian=28=2-7", ¢ (28) = 28-(1—%)-(1—%) =2-1-6 = 12 : infatti i numeri
naturali minori di 28 e primi con 28 sono: 1, 39511, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27; per un
totale di 12.

Stesura del programma in Turbo Pascal relativofataioneg (n)

program Gauss_Eulero_Funzione_Fi;
uses crt;
var a,i,r,k,mcd,fi,n,s,q:word;
begin
clrscr;
textcolor(15);
writeln('ll programma ti permette di determindérealore della funzione Fi');
writeln;
Writeln(‘cioe dato un numero naturale N determéria quantita dei numeri ‘);
writeln('inferioriad N e primi con N ");
writeln;
textcolor(11);
repeat



write(‘immetti il numero intero : ");readin(a);

until a>1;
textcolor(14);
writeln;

writeln('Questi sono i numeri inferiori a ',apemi con ',a);

writeln;

write(" ');

fi.=0;

fori:=2 to a do

begin

n:=a;

k:=i;

s:=a mod i;

if s<>0 then q:=i;

r:=n mod k;

while r<>0 do
begin

r:=n mod k;

n:=k;
k:=r;
end;
mcd:=n;

if mecd=1 then begin fi:=fi+1;write(q," ";end;

end;
textcolor(12);

writeln;writeln;writeln('Pertanto’);

writeln;

writeln('La quantita dei numeri minori di ‘,a,primi con ',a,' e" *,fi);

writeln;

writeln('Quindi  ---->

readin;
end.

Fi = fi);

La funzionep ( n ) gode delle seguenti proprieta:

a)
b)

c)
d)

9)

n= Zd|n @(d)
n= Zd|n %4 (g)

n=2 @) seesolose n= 2"conk >1
Sen (= 2) har fattori primi distinti, allorg (n) = er
Sen ( = 2) ha sfattori primi dispari distinti, allor&s divide ¢ (n)
Sen (> 2) & un numero composto, allgrén) < n —+/n
Pern> 2 lap(n) e pari

Se n é dispari allora(2n) = ¢(n)

Se n é pari allo(2n) =2 - p(n)

3:-9p(n) se3eéundivisoredin

9 (3n) = {2 ((l;((n)) in ogni altro caso



h) p(n?)=n-p(n) VvVn €N

Applicazioni della funzione (n ).

Teorema di Eulero: Se MCD (a,n) =1, allef4” = 1 ( mod n).

Questo teorema ci permette di calcolare I'ultinfeaadi una potenza una volta scritta in
forma estensiva.

Es. Sivoglia calcolare il numero delle unita dgibtenza 13 Usando una normale
calcolatrice la sua forma estensiva &> 4371293, pertanto la cifra delle unita & 3. Usiam
ora il teorema di Eulero. La cifra delle unita dimumero € il resto della divisione del
numero per 10. Calcoliamo primE3 = 3 (mod 10) e ¢(10) = 4 con I'esponente 5 =
4-1+1

Sostituendo in 3= 3*1*1 = (3%)1-31 | ma3* = 1 (mod 10), quindi sostituendo si ha
13 = 3*1+1 = (3%)1.31 = 11 .31 = 3 | pertanto il resto della divisione di’lPer 10 & 3,
che costituisce la cifra delle unita del numeréoima estensiva della potenza dr.13
Questo esempio € alquanto banale in quanto unalatice o il calcolo manuale ci
permette di trovare in tempi brevi la cifra dell@ta.

Calcoliamo ora la cifra delle unita della poter237-*°. In questo caso le normali
calcolatrici non ti permettono di scrivere in formstensiva tale potenza. Applichiamo il
procedimento fatto prima:

237 =7 (mod 10) ; @(10) = 4, 135= 334 + 3 ; sostituendo

237z 733443 = (71)33.73 | ma7* = 1 (mod 10), quindi sostituendo si ha:

237%= 733443 = (74)33.73 = 133.73 = 343 = 3 (mod 10)

In definitiva la cifra delle unita dellatenza 23%° & 3.

Il numero delle frazioni proprie ridotte ai minitgrmini con denominatomre € ¢ (n ).

Es. Sia n =12. Tutte le frazioni proprie con demtore 12 sono:
1,2 _1 .3 1, 4_1,5 6 _ 1 7 8 _2 9 _3 10_5,

11 |
12 12 12

12’

’ ’ ’ ’ ’ ’ 112 315_4’12_6’

12 6 '12 4 ' 12 3 12 2
le frazioni ridotte con denominatore ugualE2 sono:

1 5 7 11

12° 12° 12 12
Peruntotaledi 4; owa(12) =12 (1 - %) (1 - g) = 4; il numero delle frazioni
proprie ridotte ai minimi termini con deniratore 12 sono precisamenge( 12 ).

La cardinalita dell'insieme degli elementi inveiti nell'anello Z, della classe resto
modulo n

e @ (n)

Es. - Consideriamo la classe resto modulo 4 = 40],[1],[2], [3]}. Introduciamo due
operazioni I'addizione + e la moltiplicazione Siano



+ 10123
0O(0|1]|2] 3
11122 |3|0
2121301
3(3|0|1]2
* 101213
oOo(0|0]j0O|O
1/0(1|2] 3
21020 2
3013|121

le tabelle operative. Si dimostra che la struttlgebrica (Z,, +, *) costituisce un anello:
un anello non di integrita in quanto presenta wisdre dello zero il 2 : infatti 2 *2 = 0.

Gli elementi invertibili sono I' 1 e il 3 : infatessi ammettono se stessi come elementi
inversi: cioe 1*1=1 e 3*3=1. Pertantauimero degli elementi invertibili sono 2 che
risulta ugualep(4) =2 . SeU(Z,) = {[1],[3]}, allora #U(Z,) =2 = @(4)

- Consideriamo la classe resto modulo 5:=%[0],[1],[2], [3], [4]}. Introduciamo due
operazioni I'addizione + e la moltiplicazione Siano

+ 101123 4
0O|0[1]2] 3] 4
1]1]23]14]0
21234/ 0]1
3/3/4]0]1] 2
4 14/0]1) 2] 3
*10[1]2]3]4
0/0]0]0O0] 0] O
1]0]1]2] 3] 4
21012141 1] 3
3/0[3|1]4] 2
4 10[4[3]2]1

le tabelle operative. Si dimostra che la strutalggbrica (Z, +, * ) costituisce un anello,
anzi un anello di integrita privo di divisori deliero (0 ).

Gli elementi invertibili sono 1, 2, 3, 4 : infedéissi ammettono come elementi inversi
rispettivamente 1, 3,2, 4:cioé 1*1=1,2*3, 3*2=1,4*4=1. Pertanto il
numero degli elementi invertibili sono 4 che riauligualep(5) =4 .

Se U(Zs) = {[1],[2], [3],[4]} , allora #U(Zs) = 4 = ¢(5)



B) Lafunzione y=d(n)

Def. La funzioney = d (n) € la funzione aritmetica il cui valore € il numela divisori
del numerm.

Es: - Calcolare il numero dei divisori del numégb
| divisori del numero 12 sono: 1, 2, 36412; per un totale di 6 elementi. Pertanto
d(12)=6

- Calcolare il numero dei divisori del newra 13.
| divisori del numero 13 sono: 1 e 13fatti il numero 13 € un numero primo; per un
totale di 2 elementi. Pertantd ( 13 ) = 2.

Cerchiamo ora una formula che ci permette di ittligie il valore did (n)

Sen = p: cioé un numero primo i divisori sono 1 e p e totale di 2: quindil (n) = 2

Sen = p™ cioé ad una potenza di un numero primo p, i dividi n sono tutte le potenze di
p deltipo P con 0 < k < m ; per un totale di m+1; pertanto( n) = m + 1

Sen é un numero composto, sappiamo dal Teorema fondateatell’Aritmetica che tale
numero € decomponibile in fattori primi &tdecomposizione & unica a meno dell’ordine
dei fattori. Sian = p;* - p;2 - ...-p," la decomposizione canonicardin fattori primi, il
valore did (n ) e dato da:

(2) dn) = (a; + D(az + 1) ...(ar + 1) =[[pep(a + 1)
in quanto, come avremo modo di vedere, la funzibfi@ ) € moltiplicativa: cioé se
n=pi* " pz,

d(n)=d (@i pz)=d(pi")-d(p;)=(m+DE+1)

L’espressione formale (2) costituisce la formulaipdividuare il valore did (n ), dopo
aver scomposto in fattori primi il numeno

Es. Sian= 18, scomposto in fattori primi risulta 18 -2 ; pertanto
d(18)=(1+1)(2+1) = 6.
Infatti i divisori di 18 sono 1, 2,8, 9, 18 ; per un totale di 6 elementi.

La funzioned (n) gode della seguente proprieta:
d(n)
a)vn €N : [[pypmm=nz

b) d(n) é dispari se e solo se un quadrato perfetto
c) d(n) = 2 se e solo saun numero primo



C) La funzioney = a (n)

Def. La funzioney = ¢ (n) e una funzione aritmetica il cui valore € la scarghei divisori di
n.

Es.: a) Calcolare la somma dei divisori di 24.
| divisori di 24 sono 1, 2, 3, 48,12, 24, la cui somma € :
1+2+3+4+6+8+ 12 +260
Pertantoo (24) = 60

b) Calcolare la somma dei divisori di 17.
Il numero 17 é primo, pertanto i sdivisori sono 1, 17, la cuisommae 1+ 17 =18
Pertantoo (17) = 18

Cerchiamo ora una formula che ci permette dividuare il valore dio(n)

Sen = p numero primo, i divisori di un numero primasol e p, pertante(n) = p + 1.
Sen = p*: cioén & uguale ad una potenza di un numero primo, i aliviii n sono tutte le
potenze di p del tipo"pcon 0< m < k per un totale di k + 1 elementi . Tali divisori
costituiscono una progressione geometrica di ragmmpertanto la somma di tali divisori,

ricordando la formula della somma degli elementirtk progressione geometrica, €
k+1 k+1
o pFtt-1 _ pltig
o(n) =p =
p-1 p-1

Sen e un numero composto, sappiamo dal Teorema fondateatell’ Aritmetica che tale
numero € decomponibile in fattori primi &tdecomposizione & unica a meno dell’ordine
dei fattori. Sian = p;* - p;2 - ...-p," la decomposizione canonicardin fattori primi, il
valore do (n) é dato da:

ag+1 az+1 ar+1 aj+1

P -1 p 1 P -1 p;- -1
3 gn)= = -2 R = J]l_, =
®3) (n) p1-1 p2—1 pr—1 =1 pi-1

L’espressione formale (3) costituisce la formulaipdividuare il valore do (n ), dopo aver
scomposto in fattori primi il numen.

Es. Sian =48, scomposto in fattori primi risulta 48 - &' ; pertanto

(48)_25—1 3¥-1_318__,

o “2_-1 3-1_ 1 2"

Infatti i divisori di 48 sono 1, 2,8, 6, 8, 12, 16, 24, 48 , la cui somma &
1+2+3+4+6+82+16+24+48=124

Tale funzione gode della seguente proprieta:

o(n)

1
a) VnEN : —=F,=-

b) o (n) é dispari se e solo s un quadrato perfettoroe il doppio di
un quadrato perfetto.
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Stesura del programma in Turbo Pascal relativofatizioned (n) e o (n)

program funzione_divori_di_n;
uses crt;
var i j,k,a,s:longint;
m:array[1..1000] of longint;
risp:char;

procedure numero(v:integer);
var n,r:integer;
begin

k:=0;

for n:=v downto 1 do

begin
r:=v mod n;
if r =0 then
begin k:=k+1; m[k]:= v div n;end;
end;

end;
begin

repeat

textbackground(1);

clrscr;

textcolor(15);

writeln('Questo programma determina i divisorudinumero naturale assegnato’);
writeln(‘determina il numero di tali divisori: &da funzione d(n), la somma:');

writeln('cioe la funzione(n) ; inoltre il prodotto di tali divisori.";
writeln;
textcolor(12);
write(‘'Inserisci un humero intero positivo a +€gdin(a);
textcolor(10);
numero(a);
writeln('l divisori di ',a," sono: ‘);
sS:=0;
for j:=1to k do
begin
write(m[j]:5);
s:=s+m(j];
end;
writeln;
writeln('Per un totale di : d(',a,") = ",k);
writeln;
writeln('La somma dei divisori di ',a,": cie€',a,") = ',s);
writeln;
textcolor(14);
write("Vuoi continuare con altro valore di n ?N®/");
readin(risp);
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until (risp="n") or (risp='"N";
end.

D) Lafunzioney = r(n)

Def. La funzioney = r (n) rappresenta il numero delle soluzioni, in inted ¥,
del’equazionex? + y% =n.

Se indichiamo conid n) il numero dei divisori di dellaforma4-k+1 e
corzd n ) il numero dei divisori di della forma4 -k + 3 ,
allora il valore dr (n) e dato da:
r(n) =4-[d;(n) - dz(n)]

Es. 1) Determinare il numero delle coppie ( X) ;spluzioni intere, se esistono,
dell’equazione % y* = 28
Risoluzione:
| divisori di 28 sono 1, 2, 4, 7, 128 di cui
1 é dellarf@ 4k+1
7 é dellarfr 4k+3
r(28)=4(1-1) =0, pertanto I'equazione non ammette alcuna @o@pi
numeri interi che risolve I'equazione data
2) Determinare il numero delle coppie;(yx) soluzioni intere, se esistono,
dell’'equazione ?% y* = 32
Risoluzione:
| divisori di 32 sono 1, 2, 4, &, B2 di cui
1 e della formM&+1
Non sono preseati divisori numeri della forma 4k+3
r(32)=4(1-0) =4, pertanto I'equazione data ammette quattro cogipie
soluzioni intere e precisamente: (4; 4),(44,(-4;-4), (4;-4)
3) Determinare il numero delle coppie (yx);soluzioni intere, se esistono,
del’equazione *x y* = 37
Risoluzione:
| divisori di 37 sono 1, 37 di cui
1 e 37 sondaddrma 4k+1
Non sono @mestra i divisori numeri della forma 4k+3
r(37)=4(2—-0) =8, pertanto I'equazione data ammette otto coppie di
soluzioni intere e precisamente: (6; 1),(%©,(-6;-1), (6;-1),(1; 6),
(-1;6),(-1;-6), (16)
NB
1) Se consideriamo la coppia (X ; y ), con ||y | , come le coordinate di un
punto riferito ad un sistema di coordinate cartesiartogonali, gli elementi delle
coppie soluzioni dell’equazioné x y* = n risultano invertibili e simmetriche
rispetto agli assi cartesiani e rispetto all’orgyutel sistema cartesiano. Pertanto
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trovata una coppia, le altre coppie si trovanogm@metria ed invertibilita, nel
caso che | x|=|y| le altre coppie si trovemlo per simmetria.
2)  Sen=Z cioé risulta un quadrato perfetto la risoluzioaericercata nelle terne
pitagoriche che verificano I'equazionairgli se z & della formai, allora
x & della forma fm 1 e y della forma 2m. Pertanto per ogni coppie erifica

bisogna moltiplicare per 8 e sommareuatijo coppie banali (z;0),(-z;0),
(0;-2),(0;0).

Es. Determinare il numero delle coppte / ) soluzioni intere, se esistono,
dell’ quazione ?x y*= 25
Risoluzione:
z=5=4+1221 pertanto x=2-1=3e y=2 =4
Col metodo delle terne pitagoeicl’esistenza di una coppia permette di
individuare tutte le altre copier simmetria ed invertibilita per un totale di
8 coppie; inoltre bisogna aggere (5;0),(-5;0),(0;5),(0;-5)
per un totale complessivo dicbppie
Col metodo dei divisori operando si ha:
i divisori @b sono 1, 5, 25 sono della forma 4k+1
Non sono @mestra i divisori numeri della forma 4k+3
r(32)=4(3—-0) =12, pertanto 'equazione data ammette 12 coppie
Pertanto i due metodi si equivalgono.

Stesura del programma in Turbo Pascal relativofalaioner (n)

program funzione_r(n);
uses crt;
var n,k,j,x,y:integer;
risp:char;
procedure divisori;
var i:integer;
begin
write('l divisori propri ed impropri di ‘,rsbono:");
fori:=1to ndo
if n mod i = 0 then write(" ',i);
writeln;
end,
procedure divisoril;
var i:integer,;
begin
k:=0; j:=0;
write('l divisori del tipo 4k+1 di ',n," sonp:
for i:=0 to n div 4 do
if n mod (4*i+1) = 0 then
begin
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k:=k+1,
write(" ',4*i+1);
end,
writeln;
write('l divisori del tipo 4k+3 di ',n," sonp:
for i:=0 to n div 4 do
if n mod (4*i+3) = 0 then
begin
=L
write(" ',4*i+3);
end,
writeln;
end,
begin
repeat
clrscr;
writeln(‘Questo programma ti permette calcolarinzione r(n),che’);
writeln(‘rappresenta il numero delle soluzianinteri relativi (x,y)");
writeln(‘'dell"equazione *x+ y*=n");

writeln;

writeln('Se indichiamo con d1(n) il numero deaiislori di n del tipo 4k+1");
writeln(* e con d3(n) il numero déridori di n del tipo 4k+3");
writeln(* allora r(n) = 4*( d1(n)}3d3(n)).";

textcolor(10);

write('Immetti il valore del termine noto n)kréadin(n);
textcolor(11);
divisori;
divisoril,;
writeln('Pertanto il numero dei divisori deldigk+1 € d1(,n,") = ',k);
writeln(* mentre il numero dei divisori deldigk+3 e d3(',n,") =",));
if k-j<>0 then
begin
writeln(‘Quindi la funzione r(’,n,") =",4*(k))
writeln('Infatti: *);
for x:=-100 to 100 do
for y:=-100 to 100 do
if x*x+y*y=n then writeln(' CxA+ (¥ ="n);
end
else
writeln('Non esistono coppie di numeri intetietahe X + y* = ' n);
readlin;
write('"Vuoi ripetere con altri numeri ? (S/N) ")
readIn(risp);
risp:=upcase(risp);
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until risp="N";
end.

E) Lafunzioney = u (n), dettafunzionedi Moebius

Def. La funzioney = u (n), dettafunzione di Miebius, € la funzione aritmeticaosi
caratterizzata:

u() =1
u(n) =0 senella decomposizione canonica di n, qualche esponente a; > 1
u(n) = (—1)" senella decomposizione canonica di n,ogni esponente a; = 1

Dove rindica il numero dei fattori primi ad espote 1 della decomposizione canonica.

Esempi:

1) Determinareu(54).
Risoluzione: 54 =-23 . La decomposizione canonica di 54 presenta toréat
primo ad esponente 3 > 1, pertapts4) = 0.

2) Determinareu(210).
Risoluzione: 210 ='3-5-7.Ladecomposizione canonica di 30 presenta dultti
quattro i fattori primi ad esponente 1, pertapi®@0) = (—1)*=1.

3) Determinareu(23).
Risoluzione: 23 =2. La decomposizione canonica di 23 presenta toréaprimo
ad esponente 1, pertanig23) = (—1)! = —1.

Stesura del programma in Turbo Pascal relafiedfanzioneu (n)

program Mobius;
uses crt;
var n,k,b,i,y,r,p,t1,n1,s,j,mu:longint;
a,bl,m,qg:array[1..1000] of longint;
t:boolean;
risp:char;
function pot(x,y:integer):integer;
begin
if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,y-1);
end;
procedure divisori(y:integer);
var i:integer;
begin
fori:=1toydo
if (y/h)=int(y/i) then write(" ',i);
end;
begin
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repeat
clrscr;
textcolor(14);
writeln('Questo programma ti permette di detaare la funzione di MEBIUS);
writeln(‘cosi definita:  mu(1)=1";

writeln(’ mu(n)=0 se scompastdattori primi n, questi’);
writeln(' presertaalmeno un esponente >1");
writeln(’ mu(n)=(-1)"r,doveiil numero dei fattori primi’);
writeln(' di ncesponenti tutti uguali ad 1');
writeln;

textcolor(10);

write('lmmetti un numero positivo : ');
readin(n); nl:=n;
writeln;
if n<>1 then
begin
write('Scomposto in fattori primi risult3
b:=n;
y:=0;
for k:=2 to n do
begin
t:=false;
for i:=2 to k-1 do
if k/i=int(k/i) then t:=true;
if t=false then
begin
y:=y+l;
aly]:=k;
end;
end;
write(b,' = ");
i:=0;
fork:=1toy do
begin
r:=0;
repeat
if (n mod a[k] = 0) then
begin
r=r+1;
n:=n div a[k];
end;
until (n mod a[k] <>0) or (r=0);
if r<>0 then
begin
i:=i+1;
write(a[k],”™,r," a;
qlil:=a[k];
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blfi]:=r;
end,;
s:=i;
end,;
writeln;
k:=0;
fori:=1to s do
if (b1[i]=1) then k:=k+1;
if k = s then mu:=pot(-1,k)
else mu:=0;
end
else
if n1=1 then mu:=1,
writeln;
writeln('La funzione di Mebius m(',n1,") ="', mu);
readlin;
textcolor(11);
write("Vuoi ripetere con altro valore di n&N): );
readin(risp);
until (risp="n") or (risp='N');
end.

- Trasformata e formula di inversione di Méebius
Def. Sia f (n) una funzione aritmetica, si chemasformata di Mebiusdi f(n) la funzione

aritmetica F cosi definita:

F(n) = Zf(d) vn €N,

djn
Def. ( Formula di inversione did¥ius ). Siand una funzione aritmetica &€(n) la sua

trasformata di Mebius, la relazione

f(”):Z#(e)'F(Z) con e:%

eln

e dettdormula di inversione di Mebius.
Enunciamo ora il Teorema di inversione dalils :

TeoremaSiano f(n) e g(n) due funzioni aritmetiche, fée) = 3.,, g(d) allorag(n) =

Yanf (g) u(d) e viceversa.
Da questo teorema di inversione possiamo dedusench Y, ¢(d) , sapendo che

o) =) Zu(d

din

Esempio: Sian = 12, scomposto in fattarmpe 12=2-3 .
102212 (1-3) (1= 23256 102212 (1-(1-2) =4
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| divisoridi 12sono:1:;2:8:6; 12
p() =1, pu2)=-1;,uB)=-1;u4)=0;u6)=1;u(12)=0

91 =T M+ D+ 5D+ O+ (D +5(0) = 4=
12
= ?M(d)

d|12

(D) =1;02)=1;9B)=2 ;0(4) =2 ;0(6)=2 ; ¢(12) =4
N=1+1+2+2+2+4=12)x;,¢(d)

Teorema di GaussSe®(n) = Y.q;n @(d) € la trasformata di Bebius della funzione(n) di
Eulero, allorad(n) = I(n) =n.

Es. Vogliamo verificare ché(12) = 12

| divisoridi12sono:1:2:3:6;12
e =1;902)=1;9B)=2 ;9(4) =2 ;90(6)=2 ; p(12) =4

N=1+1+2+2+2+4=12)x;,¢(d)
Applicando il Teorema di Gausbai ®(12) = Y412 ¢(d) = 12

Stesura del programma relativo al Teorema di Gauss

program Teorema_di_Gauss;
uses crt;
var n,k,j,h,s:integer;
m,fi:array[1..100] of integer;
risp:char;
function mcd(x,t:longint):longint;
begin
if t=0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(t,x mod t);
end,
procedure divisori(v:integer);
var iriinteger;
begin
k:=0 ;
for i:=v downto 1 do
begin
r:=v mod i,
if r =0 then
begin k:=k+1; m[k]:= v div i;end;
end,
end;
function f(a:integer):integer;
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var i:integer;
begin
h:=0;
fori:=1toado
if mcd(a,i)=1 then h:=h+1;
f:=h;
end;
begin
textbackground(1);
clrscr;
repeat
textcolor(15);
writeln(‘Questo programma ti permette di verifedrTeorema di Gauss, che dice:");
writeln(* "La trasformata di Moebius della funzemotiene di Eulero € uguale’);
writeln(* alla funzione identita” I(n)=n" ");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti un numero naturale n =");readhn(n
divisori(n);
writeln;
writeln('Le seguenti coppie sono costituite dadivmsore di n e dal suo totiene:’);
S:=0;
for j;:=1to k do
begin
filjl:=f(mil);
write('(",m[].5"fill],"} *);
s:=fi[j]+s;
end,
writeln;writeln;textcolor(10);
write('La trasformata di Moebius del totiene dj"yale ',s);
if n=s then writeln(’, pertanto vale il teorema3hus ‘)
else writeln(’, pertanto non vale il teoeedi Gaus *);
writeln;writeln; textcolor(14);
write(*Vuoi continuare con altro valore di n ?N$/);
readin(risp);
until (risp='n") or (risp="N");
end.

La funzione inversa della funzione aritmetit@ la funzione unitaria:
n
v(n) = Z,u(m) -d (E) =1
min

La funzione inversa della funzione aritmetice la funzione identita:
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I(n) = Zu(d)a (g) =n

djn

Relazioni fra le funzioni aritmetiche:

Si dimostra che
ayp(n) = Ly u(k)
a) Zm|n o(m)=n- Zm|nm

m
b) Zm|nd(m) =n 'Zk|n Jmm)
C) Vvn EN: ¢@n)+o(n)=2n seesolosae primo

Funzioni aritmetiche moltiplicative

In analisi nello studio delle funzioni si dimostiae la funzione derivata e la funzione
integrale sono funzioni additive: infattasd y = f(x) e ¥ = g(x) due funzioni continue,
derivabili nello stesso insieme di definizigsiano y = f'(x) e y2' = g'(X) le loro derivate.
Si consideri la funzione h(x) = f(x) + g(¥d,derivata h’'(x) = f'(x) + g'(x) ; sey=1(x) e
Y = g(x) due funzioni integrabili nello stesso malo , allora

jh(x)dx = j(f(x) + g(x))dx = jf(x)dx + jg(x)dx
Mentre la funzione limite oltre che esserditieh e anche moltiplicativa infatti
1imx—>x0 [f(x) +g(x)] = 1imx—>x0 f(x) + 1imx—>x0 g(x)
1imx—>x0 [f(x)-g(x)] = 1imx—>x0 f(x)- 1imx—>x0 g(x)

Consideriamo ora le funzioni aritmetiche
Si puo verificare con un contro esempio che essesnno additive.

Vogliamo enunciare una definizione che impone dadiedizioni perché le funzioni
aritmetiche siano moltiplicative

Def. Sianom,n € N, con MCD(m,n) = 1, ef una funzione aritmetica, si dice che la
funzionef & semplicemente moltiplicatiga e verificata la relazione

fn-m) =f(n)-f(m)
nel caso ch& m,n € N si verifica chef(n-m) = f(n) - f(m) , la funzionef si dice
totalmente moltiplicativa.

Tutte le funzioni aritmetiche trattate precedergnta, fatta eccezione gi = r(n) , sono
semplicemente e non totalmente moltiplicative.
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a) Consideriamo la funzione aritmetiga( n ) e dimostriamo che essa & moltiplicativa se
Vv m,n € N con MCD(m,n) = 1 allora ¢(n-m) = ¢(n) - p(m)
Dimostrazione
Per il teorema dell’'unicita della decomitdlita in fattori primi di un numero naturale sia
n=pitpstoptt e m=qltql gl
Poiché per ipotesi MCD(m ; n) = 1p&dlv pf“' e qfi elementi delle decomposizioni essi

sono diseguali; moltiplicando m per nléecomposizione del prodotto presenta come fattori
primi tutti i fattori primi delle singoldecomposizioni din e dim

nom=prt Pyt gl e gl
Applicando la definizione i, scriviamo

1 1 1 1 1 1
¢n-m) = (1‘5)'(1‘5)'---'(“a)'(“a)'(“g)'---'(1‘1)
Per la proprieta associativa del prodatboiviamo:
oo-m) =|(1-5) - (1=5) - (1= [(1=-3) - (1=5) - (1-3)]
Sapendo che
o (n)= (1—pil)(1—p—1z)(1—pi) ep(m)= (1—qi1)'(1—i)'---'(1—i)
e sostituendo, otteniamo
pm-m)=¢(n) o(m)
cvd.

Abbiamo dimostrato che la funzioge( n ) € moltiplicativa quando presi due numeri
naturali m, n, il loro MCD(m;n)=1 ; nel caso claetMCD(m;n) # 1 allora

— . -_d
p(n-m)=g(n)g(m) .
dove d =MCD (n; m), non e moltiplicativa.

Esempio:

- Sianom =15 e n=12, calcolare il numero denari minori di 15 x 12 ma primi con
15 x 12, noti il numero dei numeri minori di 132 e primi con questi.
Risoluzione: ¢ (15) =8; ¢ (12) =4 ; MCD(15;12)=3¢p (3) =2

3
9 (15:12) = ¢ (15) ¢ (12) ' =755
¢ (15-12) =8 -4->=48
Calcolando il numero demrari minori di 180 ma primi con 180, esso
risulta 48.

- Sianon=14em =9, calcolare il numero dei eaminori di 14 x 9 ma primi con
14 x 19, noti il numero dei numeri minori di 149 & primi con questi.
Risoluzioneyp (14)=4 ;9 (9)=3 ;MCD(14;9)=1;

p(14-9)= ¢ (14) ¢ (9)
p(14-9)=4-3=12
Calcolando il numero dei numeri minori di 126 prami con 126, esso risulta 12

Perp (n) non moltiplicativa , si dimostra le seguenti réber



a) Sendividem,allora ¢ (n) dividep (m)
b) (p(n)-(p(m)zw con d=MCD (n:m)

) p(M)-p(m)=@(d- @) cond=MCD(n;m)e
t=mcm(n;m)

Stesura programma in Turbo Pascal relatifgafunzioneo (n - m)

Program fi_moltiplicativa;
uses crt;
var a,b,m,n,p,pl,d,d1:longint;
function mecd(x,t:longint):longint;
begin
if t=0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(t,x mod t);
end;
function fi(a:longint):longint;
var i,k:longint;
begin
k:=0;
fori:=1to a do
if mcd(a,i)=1 then k:=k+1,;
fi:=k;
end;
begin
clrscr;
textcolor(14);
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writeln('Questo programma ti permette di verifecahe la funzione di Eulero’);

writeln(' fi(n*m)= fi(n)*fifn) ");

writeln('cioS essa S moltiplicativa nel caso 8h@D(m,n)=1");
writeln;

writeln('Nel caso che MCD(m,n)=d <> 1 allora figm)= fi(n)*fi(m)*d/fi(d) );
writeln;

textcolor(12);

write('Immetti il primo fattore: a =");readhui

writeln(’ fi(,a,") = fi(a));

write('Immetti il secondo fattore: b = ");readdiy(

writeln(’ fi(,b,") = "fi(b));

m:=fi(a);

n:=fi(b);

p:=a*b; pl:=fi(p);

d:=mcd(a,b); d1:=fi(d);

textcolor(10);

writeln;write('d = MCD(,a,";',b,") =",d);
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writeln(* - fi(',d,") = "fi(d));

writeln;

textcolor(15);

if d=1 then
begin
writeln(‘fi(',a,™',b,") = fi(,a,)*fi(",p): ', p1," =", m,* n);
writeln(Infatti fi(',a*b,") = ',fi(a*b));
end
else
begin
writeln(‘fi(',a,™',b,") = fi(',a,)*fi(',p)*d/fi(d) : ', p1,' ="', m,* n,”*.d,'/,d1);
writeln('Infatti fi(',a*b,") = ",fi(a*b));
end,;

readin;

end.

b) Consideriamo la funzione aritmetidd n ) e dimostriamo che essa & moltiplicativa se
vV m,n € N con MCD(m,n) = 1 allorad(n-m) = d(n) -d(m)
Dimostrazione
Per il teorema dell’'unicita della decomitdlita in fattori primi di un numero naturale sia

n =pf1 -pgz . ...-pfr e m= qfl-qu . ...-qfs
Poiché per ipotesi MCD(m ; n) = 1pedlv pf“' e qjﬁj elementi delle decomposizioni essi

sono diseguali; moltiplicando m per nléecomposizione del prodotto presenta come fattori
primi tutti i fattori primi delle singoldecomposizioni din e dim

n-m =pf1 -pgz . ...-pfr-qfl-qu . ...-qfs
Applicando la definizione di, scriviamo

dwm (i) (1) e -2 (1) (- ) o1 2)
p; p,2) Py g™ ) q’s

Per la proprieta associativa e commutatelgprodotto, scriviamo:

i) — [n.(l_;;).(l_m%>.,,,.(1_#)].[m.(l_ql%)(l_qz%)....-(1-@]

Sapendo che

ar=n (=5 (134 -8) erom=(-8) () (-

e sostituendo, otteniamo

din-m)=d(n)-d(m)

Per la funziong = d (n ) vale il seguente lemma:

Lemma: Siano a e b due numeri naturali coprimiuinero dei divisori del loro prodotto e
uguale al prodotto dei numeri dei divisori di did; inoltre d € un divisore del prodotto
a-b se e solo se é dellaforma-n ,conMCD M ;nN=1, mla ed n|b.
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program divisori_del_prodotto;
uses crt;
var i,j,k,p,a,s,k1,k2,c,b,k0:longint;
m:array[1..1000] of longint;
risp:char;
function mcd(x,y:longint):longint;
begin
if y = 0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(y,x mod y);
end;
procedure numero(v:integer);
var n,r:integer;
begin
k:=0 ;
for n:=v downto 1 do
begin
r:=v mod n;
if r =0 then
begin k:=k+1; m[k]:= v div n;end;
end;
end,;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma determina i divisordde numeri naturali assegnati');
writeln('determina il numero di tali divisori, qudi determina il numero dei ‘);
writeln(‘divisori del loro prodotto, verificandde, se MCD (a; b)=11l");
writeln(* prodotto dei numeri dei divisori dei doameri assegnati coincide col *);
writeln(* numero dei divisori del loro prodottowyiteln;
textcolor(12);
write('Inserisci il primo numero intero positivo=d);readin(a);
write('Inserisci il secondo numero intero positlve ');readin(b);
textcolor(10);
numero(a);
kO:=k;
writeln('l divisori di ',a," sono: ");
s:=0; p:=1;
forj:=1to k do
begin
write(m[j]:5);
s:=s+m(j];



p:=p*mli];
end,
writeln;
writeln('Per un totale di : d(',a,") = ',k0);
numero(b);
writeln('l divisori di ',b," sono: ");
k1:=k;
s:=0; p:=1;
for j:=1to k1 do
begin
write(m[j]:5);
s:=s+m(j];
p:=p*mj;
end;
writeln;
writeln(‘Per un totale di : d(',b,") ="k1);
c:=a*b;
numero(c);
writeln('l divisori di ',c," sono: ");
k2:=k;
s:=0; p:=1;
for j:=1to k2 do
begin
write(m[j]:5);
s:=s+m|[j];
p:=p*mli];
end,
writeln;
writeln('Per un totale di : d(',c,") = 'k2);
if mcd(a,b)=1 then
writeln(‘Poiché il MCD(',a,";',b,") = ,MCD(a,b)dllora ' k2," = ",k0,*" k1)
else
writeln('Poiché il MCD(',a,";',b,") = ',MCD(a,h)dllora ',k2,% ',k0,™*" k1) ;
textcolor(14);
write("Vuoi continuare con altro valore di n ?N®/");
readIn(risp);
until (risp='n") or (risp='N");
end.

c) Consideriamo la funzione aritmetied n ) e dimostriamo cher( n ) & moltiplicativa se
vV m,n € N con MCD(m,n) = 1 allorac(n-m) = o(n) - o(m)
Dimostrazione
Per il teorema dell’'unicita deflacomponibilita in fattori primi di un numero nadle siano

n=pf1-p§lz-...-pfr e m=qfl-q§2-...-qfs
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Poiché per ipotesi MCD(m ; n) = 1pedv pf“' e qu elementi delle decomposizioni essi

sono diseguali; moltiplicando m per mléeomposizione del prodotto presenta come fattori
primi tutti i fattori primi delle singoldecomposizioni din e dim

.« a a B B
n-m —p11 'pzz ' ---'prr"hl 'qu Cetgs”
Applicando la definizione di, scriviamo
a+1 az+1 ar+1 B1+1 B2+1 Bs+1
-1 -1 -1 -1 -1 -1
o(n-m) =P P2 R L4 .22 v WO
r1—1 p2-1 pr—1 q:-1 qz—-1 qs—1

Per la proprieta associativa della moltiplicaziosejviamo

a1+1 az+1 ar+1 B1+1 B2+1 Bs+1
P -1 p -1 -1 q -1 q -1 -1
N S e Y L )
p1—1 p2—-1 pr—1 q:-1 q:-1 qs—1
Sapendo che
ai1+1 az+1 ar+1 f1+1 Ba+1 Bs+1
p -1 p -1 -1 q -1 q -1 -1
a(n):[l P2 ce B ] ea(m):[1 -2 IR ]
p1—1 p2—1 pr—1 q:-1 q:-1 qs—1

E sostituendo, otteniamo:
on-m)=oc(n)- -o(m)
cvd.

TeoremaSef € una funzione aritmetica moltiplicativa, lafione F(n), trasformata di
Moebius dif, € moltiplicativa

Dimostrazione

Sianop,q € N taliche MCD( p ; q) = 1. | divisori dp - g sono tutti del tipal, - d,, con

d, divisori dip ed, divisoridiq. Sia F(p-q) = Xaipq f(d) cond=d, -d,.

Ora
Zd!qu(d) = de!p qu!qf( dp ’ dq) = de|p qu|qf( dp) 'f(dq) =

= de|pf(dp) 'qu|qf(dq) = F( p ) F (q )

Quindi la funzione F & moltiplicativa.

Cosi la trasformata della funziopén) di Méebius:M(n) = Y4, n(d) € moltiplicativa.
Essa & uguale ad 1 nel caso che n=1, é uguahelac@so che n > 1.

Es. Dopo aver determinato la trasformatka denzione 1(24), verificare che essa é uguale

a 0.
Risoluzione

Per definizione la trasformatau@4) e M(24) = Y424 1(d).

| divisori di 24 sono: 1, 2, 3,64,8, 12, 24; i valori dit(d;) di tali divisori sono
p1)=1;u@)=-1; u@B)=-1;u4)=0,u(6)=1;u8) =0;u(12) =0,
©(24) =0

Pertantd (24) = Yg24u(d)=1-1-1+1=0
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Teoremi di Euclide e di Eulero sui numeri perfetti

Vogliamo ora dimostrare due teoremi uno di Euckdeauno di Eulero, le dimostrazione dei quali
richiedono la funzione aritmetiea(n).

Prerequisiti:

- Scomposizione in fattori primi di un numero nataral

4 a a a
N=pt py° p3° ey
- Conoscenza della definizione e della formula retadlla funzioner (n).
_ p;l1+1_1 plZX2+1_1 p;l3+1_1 p:ﬂx.r-+1_1
o(n) = . . Ct
r1—-1 pz-1 pr3—1 pr—1

- SepeqeNtaliche MCD (p;q) =1, alloras(p - q) = a(p) - a(q) : cioé la
funziones (n) & moltiplicativa

- Def. Un numero si dice perfetto se & uguale altarsa dei suoi divisori ( 1 compreso e
sé stesso escluso).

- Teorema: C.N.S. perché un numare N sia perfetto & che(n) = 2n.

Teorema di Euclide:

Sian € N. Se p = 2" — 1 & un numero primo, allora = 2™ - (2"*1 — 1) & un numero
perfetto.

Dimostrazione:

Siap = 2"*1 — 1 un numero primo. Si considerino il numeno= 2" - p e la funzione
o(m) relativa ad m:

a(m) =a(2" -p)

Poiché MCDZ"; p) =1, lafunziones(2" - p) € moltiplicativa, quindi

o(2"-p) = a(2")-o(p)
=2"1—-1 eo(p), essendp un numero primo, & dato dalla

2n+1_1

Ora o(2™) = -l
somma dp e 1 unici divisori dp: cioé o(p) = (2" —1) + 1 =2n*1
Andando a sostituire in
o(2"-p)= a(2")-a(p) = (2™ —1) (2™ =
— (2n+1) . (2n+1 -1 ): 2.m. (2n+1 -1 ) =2m
Siha o(m) =2m . Per il teorema sulla C.N.S perché un numerpeaitetto, si puo
affermare chene un numero perfetto e quindi e possibile esprimerl

m=2"- (2" —1)
cvd



27
Teorema di Eulero:

Sem € N & un numero perfetto pari, allora esistenun N tale chep = 2"*1 — 1 ¢ un
numero primoe m2*- (2"t —1).

Dimostrazione

Sianop en € N, conp dispari, tali chem = 2" - p. Si consideri la funzione(m) relativa
ad m:
o(m) =a(2" p)
Poiché MCD 2"; p) =1, la funziones (2™ - p) € moltiplicativa, quindi
1) om)=0(2" p)= a(2")-ao(p)
Ora m e un numero perfetto per ipotesi quiadin) = 2m , mam = 2" - p percio

n+1_
o(m) =2"*1.p; o(2") = % = 2"*1 — 1, sostituendo 1)siha:

2Mtp =" =1 0(p)
Dividendo ambo i termini dell'uguaglianza @tt! - ¢(p) e semplificando, otteniamo la
seguente uguaglianza fra frazioni:
p B (2n+1__ 1)
a(p) - on+1
Per la proprieta invariantiva delle frazioni esist& costante € N tale che
p=0R2"1-1)-c e o(p)= 2"1-¢

Sec fosse diverso da 1, il numepmltre che 1 e sé stesg@vrebbe come divisore anctie
e, pertantoc(p) =1+p+c=1+ Q"1 -1)-c+c=2"1-c+1>0(p) : cioé
a(p) > a(p)

manifestamente falso, pertamte 1 ep=(2"*! — 1) & un numero primo e = 2" -

(2n+1 _ 1)
Cvd
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Congetture

Generalita

Nella ricerca matematica spesso lo studioso si fimba situazioni comportamentali da parte
degli oggetti che tratta in quanto sembra che mssiifestano proprieta comuni che si ripetono,
costringendo il suo pensiero a formulare regoleegan tuttavia, essendo il numero degli oggetti
trattati infinito e illimitato, lo studioso non s& tale proprieta € vera o falsa.

La formulazione della regola generale costituiges lo studioso uneongetturafinché egli non

e in grado di dimostrare la verita o la falsitédale proprieta. Per la falsificazione basta costrui

o trovare un controesempio in cui non vale la petarall'interno degli oggetti di studio; per la
dimostrazione & necessario costruire un ragionamggduttivo mediante le regole di inferenza
logica di cui la proprieta diventa la tesi: infasg@condo Popper non bastano mille e piu prove
contingenti a rendere vera una proprieta.

Oggi l'utilizzo dei calcolatori permette di ampkaga dismisura, entro i limiti della memoria del
calcolatore, il numero delle prove in cui si vexdfila proprieta nella speranza di trovare delle
prove che contraddicono la proprieta. Il lavoro cedtolatore si limita sempre ha corroborare la
congettura ma non costituisce una vera dimostrazion

Le congetture, che andremo ad esporre , costituisao buon allenamento a pensare ai
problemi matematici ancora aperti e di cui si céacsoluzione razionale-dimostrativa.

Vediamo di illustrare quanto detto con due esefngil testo E. Gallo LA MATEMATICA
Editore S.E.I)

“ Supponiamo di aver calcolato, in una ricercarsuneri naturali, i seguenti prodotti:
1-3=3; 2-4=8; 3:5=15; 4-6=24

Osservandoli, si trova che a primo membro sonaaidi prodotti di due naturali ottenuti
aggiungendo e sottraendo 1 rispettivamente a£,3¢e che i numeri scritti a secondo membro
sono tutti quadrati diminuiti di 1, poiché :

3=4-1=22-1=2-1D2+1) ; 8=9-1=32-1= 3-1DG@+1);
15=16—-1=42-1=(4—-1)4+1) ; 24=25-1=52-1=(G-1)(5+1)

Possiamo quindi formulare la seguente proprii@ltiplicando tra loro il precedente ed il
successivo di un numero naturale qualunque, smtil quadrato di tale numero diminuito di 1
cioé in formula:

m—-1Dn+1)=n*-1
Questa e una congettura “

Tale congettura é possibile dimostrarla applicahtgoostulato di Peano
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La proprieta € vera peg i 2 ; supponiamo che sia vera per n, se la piojpog € vera per
n+1 allora & vera per qualunque valore éi N — {0, 1}.

Verifichiamo che & verapern+1; [(n+1)=[{h+1)+1]=(n+1?3-1]
Operando all'interno delle parentesi quadre sij@+ 1 —1][ n+1+1]=+2n+1-1

Poiché 1-1=0e 1+1 = 2, sostituendo sifi{@+2) = 15 + 2n; applicando la proprieta
distributiva del prodotto rispetto alla somma néiq@ membro otteniamo un’identita:

Zn2n=r+2n
verificata per qualunque valore di n.

Pertanto la congettura essendo stata dimostrajarees@ra costituisce un teorema dell’aritmeti-
ca; anzi costituisce un caso particolare di unetiear piu generale nei numeri razionali assoluti
che afferma:

moltiplicando tra loro due numeri razionali assalqualunque, si ottiene la differenza tra il
guadrato della semisomma diminuito del quadasila semidifferenza dei due numeri

Siano p , P € Q,. Il Teorema formalmente afferma:

a)  p1pz=I[P1+p):2]" = [(p; —p1):2]* (conp, >p;)

NB.Sep ,p € Ny e p e il successivo dijp si ha la proprieta iniziale relativa alla congedt
dimostrata vera con argomentazioni interne allatstra dei numeri naturali.

Vogliamo ora stendere un programma in Turbo Pasitajuale possiamo effettuare numerosi
esempi numerici che verificano il teorema genemnalecaso di due numeri naturali qualsiasi:

program congettural,;

uses crt;
var a,b,d,m,n:integer,;
risp:char;
begin
clrscr;
writeln(’ Congettura ( Teorema )";

writeln('ll prodotto di due numeri naturali entreinpari o entrambi dispari € uguale’);
writeln(‘alla differenza dei quadrati della lorensisomma e della loro semidifferenza *);
writeln(" a*b = [(a+b):2](b-a):2F ( con b>a) ");
writeln;
repeat
write('Immetti il primo numero naturale: a = gadin(a);
if amod 2 = 0 then
repeat
write('Immetti un numero pari b >",a,=");



30
readin(b)
untilbmod 2 =0
else
repeat
write('Immetti un numero dispar ',a,' b =");
readin(b)
until b mod 2 <>0;
m:=(b+a) div 2;
d:=(b-a) div 2;
writeln;
writeln( a,' * ',b," = *,sqr(m) - sqr(d),’ = ",¢mm),’ - ,sqr(d),' = ,nf:".d,2 =)
writeln(‘ = [(,a,'+',b,):2 - [(,b,-,a,):219);
readin;
write('Vuoi continuare con un altra coppia di nuirmaturali ? (S/N) );
readIn(risp);
until (risp='n") or (risp ='N’);
end.

“ Supponiamo ora di aver osservato in un’altraasitone di ricerca che
6:-1-1=5 ; 6:2—-1=11 ; 6:3—-1=17 ; 6-4—1=23

Siamo indotti dormulare la congetturahe
Sottraendo 1 ad un multiplo di 6, si ottiene un aterprimo

Infatti 5, 11, 17, 23 sono tutti numeri primi.
Ma se seguiamo a proseguire otteniamo:
6:5—1=29 ; 6:6—1=235

Come appare manifesto 29 € ancora un numero pnra@5 non € un numero primo. L’ultima
relazione rende falsa la congettura, pertanto @slsarifiutare. Questa relazione fornisce un
controesempio che fa cadere la congettura fatta.”

Congetture classiche

La matematica e stata ed e luogo, di molte ceteimgetture che hanno resistito spesso molti
anni prima di essere contraddette oppure dimostiqiali per esempiib problema dei quattro
colori proposto nel 1852 da Francis Guthrie e dimostratd 876; cosi pure Teorema di
Fermat x"+y'=2Z" formulato nel XVII secolo e dimostrato negliint anni del XX secolo.

Congettura di Leibnitz :

Sul secondo esempio riportato Leibnitz formuld aoagettura non ancora dimostratatti i
numeri primi maggiori od uguale a 5 sono o detienfia 6k — 1 o della formabk + 1

La proposizione possiamo formularla in forma imgiica:
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Se un numero maggiore od uguale a 5 & primaaadlsso € o della fornt&k — 1 o della forma
6k + 1 con ke N,

Di questa congettura vogliamo qui proporre un pogna in Turbo Pascal che permette di
effettuare numerose verifiche.

program Congettura_di_Leibnitz;
uses crt;
var j,a,b,y,h,k,m,xmin,xmax:longint;
risp:char;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat
=i+l
until x mod i = 0O;
if (i=x) and (x>=xmin) and (x<=xmax) then
begin
write(x:10);
y:=1
end
else y:=0;
end,
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln;
writeln(' CONGETTURA LEIBNIZ %;
writeln(""Tutti i numeri primi ( >=6 ) sono dalforma 6*k+1 o della forma 6*k-1"");
writeln;
writeln('Questo programma determina i numeri primun intervallo dato e la loro');
writeln(‘quantit..., inoltre distingue quelli dalarma 6*k+1 da quelli della forma’);
writeln(‘'6*k-1 ");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti I" estremo inferiore (>=6) detitervallo: inf = ");readln(xmin);
write('Immetti I"estremo superiore dell"inteltea sup = ');readin(xmax);
textcolor(10);
writeln;
k:=0;h:=0;
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
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begin
a:= 6%-1;
b:=6*+1,
numeroprimo(a); k:=k+y;
numeroprimo(b); h:=h+y;
end;
writeln;
m:=k+h;
writeIn('ll numero dei numeri primi nell"inteallo [',xmin,’ ; ',xmax,] dell"insieme N S ',m);
writeln;
textcolor(13);
writeln('Quelli della forma 6*k-1 sono ',k,'eshenti e precisamente : );
writeln;
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
begin
a:= 6%-1,
numeroprimo(a);
end,
writeln; writeln;
writeln('Quelli della forma 6*k+1 sono ',h,eehenti e precisamente : ');
writeln;
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
begin
b:=6*+1;
numeroprimo(b);
end,
textcolor(14);
writeln;writeln;
write("Vuoi continuare con altro intervalloS/N) : );
readin(risp);
until (risp="n") or ( risp="N");
end.

Congettura di Nicomaco

Premessa:
Def. Si chiama numero triangolare quel ntomaturale esprimibile nella forma
m(m+1)
n= —

dove m e un qualsiasi numero néuwtaverso da 0.
Nella rappresentazione figurata di Pitagamao numeri triangolari:
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1 - = 3 -« « 6 - 10 - - - - : ecC.

Dalla definizione per

m=1 - n=1
m=2 - n=3
m=3 - n==6
m=4 - n=10
m=5 - n=15

Sia n un numero naturale e sia t I'n-simo numeaemgolare, sidl(t) la successione naturale dei
numeri dispari costituita da t termini.
Il cubo di n e dato dalla somma degli ultimi n témhdella successiond(t) dei numeri dispari.

Es. Sian =8, I'ottavo numero triangolare ég't%ﬁ =36 . La successior#(36) e costituita

da:
1,3,5,7,9,11, 13, 15, 17, 19, A,,25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45497,
51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 67,9,
Il cubo di 8 (8=512) & dato dalla somma degli ultimo 8 terndiri{(36): cioé
57+59+61+63+65+67+69+71=512

Tale congettura proposta da Nicomaco di Gerasamaico e filosofo neopitagorico, tra il | e il
Il secolo d.C e ancora oggi oggetto di studio o faal oggi non sono emersi controesempi capaci
di negare tale congettura.

Di questa congettura vogliamo qui proporre un paogna in Turbo Pascal che permette di
effettuare numerose verifiche.

program nicomaco;
uses crt;
var k,n,nt,cubo,som:word;
disp:longint;
risp:char;
begin
repeat
clrscr;
textcolor(2);
gotoxy(20,2);writein(CONGETTURA DI NICOMACO");
textcolor(15);



34
gotoxy(4,3); writeln('Sia n un numero naturalgiat I"'n-simo numero triangolare *);
gotoxy(4,4);writeln('Sia data D(t) la successioma¢urale dei numeri dispari costituita’);
gotoxy(4,5);writeln(‘'da t termini')
textcolor(2);
gotoxy(3,6);
writeln('ll cubo di n € dato dalla somma dedfimi n termini della successione *);
gotoxy(3,7);writeln('D(t) dei numeri dispari’);yriteln;textcolor(15);
write(' Introduci n (con n<=20 per vedere |"espmne a monitor ) *);
readin(n);
writeln;
nt:=n*(n+1) div 2; (* triangolare di n *)
writeln(il ',n,"® numero triangolare e" = ' mtjiteln;
(* calcolo i primi nt numeri dispari *)
writeln('i primi ',nt," numeri dispari sono:");
for k:=0 to nt-1 do
begin
disp:=(k)*2+1;
write(disp:4)
end,
writeln; writeln;
writeln('ll cubo di ',n," e"la somma degli uliitn," numeri dispari:’);
cubo:=0;
for k:=nt-n to nt-2 do
begin
disp:=k*2+1;
write(disp,' +);
cubo:=cubo+disp
end,
write(disp+2," = ',cubo+disp+2);
writeln;
writeln;
writeln(n,"”*3 = ',cubo+disp+2);
readln;
write("Vuoi continuare con altro numero n ? (SHN)
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

Congettura di Gauss

Gauss nel suo Disquisitiones Aritmeticae aveva@sto la seguente congettura , ben presto
dimostrata col Principio di induzione matematica,

La somma dei cubi dei primi n numeri naturali &€ algual quadrato della somma degli stessi n
numeri naturali.
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B+224+33 443+ +n*=(14+24+3+4+ - +n)

Es. Pern=5sihal3+23+33+43+53%=225
(1+2+4+3+4+5)>= 152 =225
Pertanto 1° +2° +3*+4° +5°=(1+2+3+ 4 +5)?

La dimostrazione viene effettuata applicando ihEipio di induzione matematica: V postulato
di Peano e la somma di n termini di una progregsaitmetica:
La proprietd o congettura & vera per n = 1: infati= 1 = #
Supponiamo la proprieta o congettura vera per n :
13 +234+33+43 4+ +n3=(1+2+3+4+--+n)?
Se la proprieta o congettura € vera per n+1 alfocangettura € vera per qualunque Nj:
Verifichiamo che e vera per n+1.:
PB+22+3+83++n3+(n+1)3=[(1+2+3+4+-+n)+ (n+1))?

14+24+43+4++n)’*+n+1)3=

= (1+2+3+4+-+n)?*+2n+ 1A +2+3+4+ - +n)+(n+1)?*=

=(1+2+3+4++n)%+2(n+ 1"+ (n+ 17

A+2+3+4++n)2+n+1)°= (1+2+3+4+--+n)?+n(n+1f+(n+17%
(A+2+3+4++n)2+n+1)3= (1+2+3+4+-+n)?+(n+1f(n+1)
(1+2+3+4++n)?+Mm+1)3= 1+2+3+4+-+n)?+(n+1f

Operando , abbiamo ottenuto un’identita; pertaatprbprieta val&n € N,
Di questa proprieta o teorema vogliamo qui proparrggrogramma in Turbo Pascal che
permette di effettuare numerose verifiche entnméamoria del calcolatore.

program somma_di_cubi;
uses crt;
var n,s1,s2,i:longint;
begin
clrscr;
writeln(‘Questo programma ti permette di verifecahe la somma dei cubi');
writeln(‘dei primi n numeri interi € uguale alaglrato della somma degli *);
writeln('stessi n numeri interi :);
write('Immetti il valore N = ");readIn(n);
s1:=0; s2:=0;
fori:=1ton do
begin
S1:=s1+i*i*i;
write(i*i*i);
if i<n then write(" +);
end,;
write(' =',s1);
writeln;
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fori:=1tondo
begin
S2:=S2+i;
write(i);
if i<n then write(' +°);
end;
write(' =',s2);
writeln;
writeln;
write(sl,' = ',s2,'°2";
readin;
end.

Congetture di Goldbach

Nel 1742 il matematico tedesco C. Goldbach proposste due congetture di cui la seconda e
stata dimostrata recentemente:

- Ogni numero park 6 & la somma di due numeri primi dispari

- Ogni numero dispar® 9 €& la somma di tre numeri primi dispari.

Es. Consideriamo il numero naturale pari n =Hsx%0 é possibile scriverlo come somma di due

numeri primi: 5e7: 12=5+7; cpare n=54: infatti 54 = 7 + 47 oppure

54 = 23+31,; ecc..

Consideriamo il numero naturale dispas 2i7. Esso non é possibile scriverlo come

somma di due numeri primi ( provare !"fja e possibile scriverlo come somma di tre

numeri primi: 27 =3+ 11 + 13 ; cosi@un = 65: infatti 65 =5+ 13 + 47 oppure

65 =13 + 23 + 29; ecc.

NB. La scrittura non € unica: cioe le scanmessono essere costituite da addenti diversi
purché primi

Di queste proprieta vogliamo qui proporre un paomgma in Turbo Pascal che permette di
effettuare numerose verifiche entro la memoriacdédolatore.

program Prima_congettura_di_Golbach;
uses crt;
var n:integer;
risp:char;
procedure immetti;
begin
repeat
write('Immetti n: ");
readin(n);
until n mod 2 = 0;
end;



function primo(a:integer):boolean;
var i,n:integer;
begin
n:=0;
fori:=2 to a-1 do if a mod i = 0 then inc(n);
if n>0 then primo:=false else primo:=true;
end;
procedure trovanp(n:integer);
var il,i2:integer;
begin
foril:=3to n do
for i2:=i1+1 to n do
if (primo(il) and primo(i2)) and (i1+i2=n) then
writeln(n," = ",il," + ',i2);
end;
begin
repeat
clrscr;
writeln("*** Prima Congettura di Golbach ***");
writeln;
repeat

writeln("*Ogni numero intero pari >= 6 puo ess&Btto come somma di due numery’);

writeln(* primi dispari');
immetti;
until n>4;
writeln;
trovanp(n);
readin;
write("Vuoi ripetere con altro valore di n ? ($/N;
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

program Seconda_Congettura_di_Golbach;
uses crt;
var n:integer;
risp:char;
procedure immetti;
begin
repeat
write('Immetti n: ");
readin(n);
until n mod 2 <> 0;

37
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end,
function primo(a:integer):boolean;
var i,n:integer;
begin
n:=0;
fori:=2 to a-1 do if a mod i = 0 then inc(n);
if n>0 then primo:=false else primo:=true;
end,;
procedure trovanp(n:integer);
var i1,i2,i3:integer;
begin
foril:=3to ndo
fori2:=i1+1 to n do
for i3:=i2+1 to n do if (primo(i1l) and primo(i2gnd (primo(i3)) and (i1+i2+i3=n) then
writeln(n," = ",il," + ",i2," + ',i3);
end,;
begin
repeat
clrscr;
writeIn("*** Seconda Congettura di Golbach *** ")
writeln;
repeat
write('Ogni numero intero dispas 9 puo essere scritto come somma di tre numerii prim
writeln(* ( 1 compreso ));
immetti;
until n>7;
writeln;
trovanp(n);
readin;
write("Vuoi ripetere con altro valore di n ? ($/N;
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

Congettura di Lagrange
Sulla scia di Goldbach si colloca Lagrange che tdanta sua congettura:

Ogni numero naturale e possibile scriverlo comemmandi quattro quadrati di numeri naturali
di cui due diversi da zero

Di queste proprieta vogliamo qui proporre un paomgma in Turbo Pascal che permette di
effettuare numerose verifiche entro la memoriacdédolatore.



program lagrange;
uses crt;
var n:word,;
procedure immetti;
begin
write('Immetti n: ");
readin(n);
end;
procedure calcola(n:longint);
var il1,i2,i3,i4,max,nn:longint;
begin
max:=round(sqrt(n));
for il:= 0 to max do
for i2:=il to max do
for i3:=i2 to max do
for i4:=i3 to max do
if n=sqr(il)+sqr(i2)+sqr(i&qgr(i4) then
begin
nn:=0;
if i1=0 then inc(nn);
if i2=0 then inc(nn);
if i3=0 then inc(nn);
if i4=0 then inc(nn);

if nn<=2 then
begin
writeln;
write(n,' ="id+ 2,2 + "i3,% +',i4,%);
end;
end;
end;
begin
clrscr;

writeIn("*** Teorema di Lagrange *** );
writeln;
writeln("*Ogni numero intero si puo scrivere come'

writeln('somma di 4 quadrati di cui almeno dueedsi da zero');

writeln;

immetti;

calcola(n);

readin;
end.
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Congettura di Girard
Tale congettura é stata proposta da A.Girard n&0) Esdimostrata da Fermat ; essa afferma

Se n e un numero primo allora esso € possibilesdda come differenza dei quadrati di due
numeri naturali; se inoltre e della forma 4k+1 aléoe possibile scriverlo come somma dei
quadrati di due numeri naturali.

Es. Siadato il numero primo n =29, essossibile scriverlo come differenza dei quadrati
di 15e 14: 29 = 225 — 196 £ 1514 . Inoltre essendo della forma 4k+1: cioé 4*7 + 1,
esso & possibile scriverlo come sommiaquidrati di5e 2: 29=25+4 252,
Sia dato il numero primo n = 43, esgwssibile scriverlo come differenza dei quadrati
di 22 e 21 : 43 = 484 — 441 Z22F ; non essendo della forma 4k+1 non & possibile
scriverlo come somma di due quadrati

Di queste proprieta vogliamo qui proporre un pamgma in Turbo Pascal che permette di
effettuare numerose verifiche entro la memoriacdédolatore.

program congettura_di_Girard,;
uses crt;
var n,a,b,c,k,j,i,h,jj,ii;integer;
risp:char;
function primo(x:integer):integer;
var i,k: integer;
begin
k:=0;
fori:=1to x div 2 do
if x mod i = 0 then k:=i;
if k=1 then primo:=x;
end,
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln(’ CONGETTURA DI GIRARD ( dimastta da Fermat ) );
writeln(* Questo programma ti permette di deteare se un numero immesso da tastiera');
writeln(* € un numero primo; nel caso che il nunfesse primo , esso te lo esprime’);
writeln(' come differenza di due quadrati; seipoumero fosse sempre primo ma );
writeln(* della forma 4*k + 1, allora esso € pb#s scriverlo come somma di due );
writeln(* quadrati.");writeln;
textcolor(12);



write('Immetti un numero intero positivo n =8&adin(n);
writeln;
textcolor(10);
if n=primo(n) then
begin
write(n,' € primo: );
a:=ndiv 2;
b:=a+l;
write( n," =',b,'”*2 - ',a,""2 ="b*b,",a*a);
end
else write(n," non € un numero primo *);
c:=(n-1) div4;
h:=0;
writeln;
writeln;
if n=primo(n) then
fork:=1to cdo
if (n mod (4*k+1)) = 0 then
forj:=1tondiv2do
fori:=1tojdo
if n = J*j+i*i then
begin
h:=h+1;
i=);
i:=i;
end,
if h<>0 then
begin
writeln(‘Inoltre *,n," € un numero primo ldelorma 4*k + 1, quindi & possibile ");
writeln(‘scriverlo come somma di due quadfgt
writeln;
write("  ,n," ="jj,"2 + i, "2 i), + ik,
writeln;
end
else
if n=primo(n) then
begin
writeln(n," € un numero della forma 4*k, quindi non & possibile scriverlo");
writeln(‘come somma di due quadrati ");
end,;
writeln;
textcolor(14);
write('Vuoi continuare con altri numeri ? ( S/N');
readIn(risp);
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until (risp="N") or ( risp ='n");
end.

Relazione Sezione aurea

Tale relazione, pur esulando dall’'ambito artmetéstrettamente connessa ai numeri naturali;
essa stabilisce che
Il valore dellasezione auredi un segmento, preso come unita di misura, érahrato dalla
parte decimale dell’'n-sima frazione della successideterminata ricorsivamente dalla seguente
legge:
b
F(n) =-

bia conaebdN,

F(n+1)=T

Per n tendente all'infinito.
NB. Pern finito si ha una approssimazione del valore ds#aione aurea.

Vogliamo qui proporre un programma in Turbo Pasbal permette di calcolare il valore della
sezione aurea di un segmento unitario , fornendodstamento dal valore dato dalla formula,
gia presente negllementidi Euclide, entro la memoria del calcolatore.

{$N+}

program congettura_Sezione_aurea,;

uses crt;

var num,den,x,a,c,d,x1,err,errpercent:double;

i,n:integer;
risp:char;

begin
repeat
clrscr;
writeln(‘Questo programma ti permette di verifeca congettura che la’);
writeln('Sezione aurea di un segmento preso aamta di misura e deter-');
writeln('minata dalla parte decimale delle frazidella successione );
writeln(‘costruita dalla F(n)=b/a ed F(n+1)=(b/agon a,b due numeri ");
writeln(‘naturali, quando n tende all"infinito’)
readin;
clrscr;
write('Immetti un numero intero per numeratobereadin(num);
write('Immetti un numero intero per denominatoiereadin(den);
write('Immetti la posizione della frazione dedlaccessione n =);
readin(n);
writeln;writeln;
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textcolor(2);
fori:=1ton do
begin

a:=den;

X:=num/a;

write(trunc(num),'/,trunc(den),” ");

c:=num; d:=den;

den:=num;
num:=num-+a;
end;

writeln;writeln;
textcolor(12);
writeln('ll valor determinato dalla frazione deBuccessione e: ');
writeln(trunc(c),'/',trunc(d),’ - 1 = ",frac(xX)1b);
writeln;
textcolor(14);
writeln('ll valore determinato dal calcolo (s&tl1)/2 =",(sqrt(5)-1)/2:5:15);
err:= frac(x)-(sqrt(5)-1)/2 ;
writeln('Lo scostamento dal valor standard eérr:1:15 );
errpercent:=err/((sqrt(5)-1)/2 )*100;
writeln(‘'L"errore percentuale e : ',errpercentsy;
readln;
write("Vuoi ripetere con altre frazioni ? (S/I¥) '
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

Congettura sui numeri amicabili:

Def. Due numeri si dicono amici se ognuno sdismma dei divisori dell’altro escluso
I'altro ed incluso 1 .
Es. a) I numeri 220 e 284 sono amici: infat
| divisori di 284 sono: 1, 2, 4,,7142 , la cui somma e 220
| divisori di 220 sono: 1, 2, 4,19,11, 20, 22, 44, 55, 110, la cui somma e 284
b) I numeri 1184 e 1210 sono amidatin
| divisori di 1184 sono: 1, 2,84,32, 37, 74, 148, 296, 592, la cui somma e 1210
| divisori di 1210 sono: 1, 2,1%),11, 22, 55, 110, 121, 242, 605 la cui somma e
1184.
CongetturaDue numeri naturali a e b sono amici se (a) = g (b) = a + b.

Verifichiamo :
o (220) = 504 , 0(284) =504 ; 220+ 284 =504
Quindi o (220) = 0 (284) = 220 + 284
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o(1184) =2394 , 0(1210)=2394 ; 1184+ 1210=2394
Quindi ¢ (1184) = 0 (1210) = 1184 + 1210

Vogliamo proporre un programma che calcola i nurasricabili in Turbo Pascal.

program numeri_amicabili;
uses crt;
var a,b,k,k1,k2,j,s,s1,t,w,al,bl:integer;
m,m1,m2:array[1..100] of integer;
risp:char;
procedure numero(v:integer);
var n,r:integer;
begin
k:=0 ;
for n:=v downto 1 do
begin
r:=v mod n;
if r = 0 then
begin k:=k+1; m[k]:= v div n; end;
end;
end;
begin
repeat
clrscr;
writeln(‘Questo programma ti permette di trovareim intervallo di valori');
writeln(‘eventuali coppie di numeri amicabili: eiaumeri la cui somma dei");
writeln(‘loro divisori escluso se stessi ed inoldssia uguale all"altro’);
writeln('numero: sono coppie di numeri amici (2284), (1184 ; 1210),");
writeIn('(2620 ; 2924) , (5020 ; 5564), (6232 683");
textcolor(12);
writeln('Introduci I"intervallo nel quale vuoidvale due numeri amici:");
readin(t,w);
for a:=t to w do
for b:=t to a do
begin
numero(a);
s:=0;
for j:=1to k-1 do
begin
m1[j]:= mij];
s:=s+ml[j];
end,;
s1:=0;
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numero(b);
k2:=k;
for j:=1to k-1 do
begin
m2(j]:= mi];
sl:=s1+m2Jj];
end,;
if (s=b) and (s1=a) and (s<>s1) then
begin
textcolor(10);
writeln(a,' e ',b," sono due numeri amidapil
readln;textcolor(11);
writeln(*Verifichiamo che la somma dei dmisdi ',a," sia uguale a ',b," e viceversa');
writeln;
writeln(‘la somma dei divisori di ',a," §;:
numero(a);
for j:=1 to k-1 do write(m1][j],'+"); writelh=",b);
writeln;
writeln('la somma dei divisori di ',b," §;:
numero(b);
for j:=1 to k-1 do write(m2[j],'+"); writelh=",a);
end;
end,;
writeln;textcolor(14);
writeln("Vuoi ripetere con altro intervallo ? (9/I}¢
readIn(risp);
until (risp='n") or (risp='N");
end.

Congettura sui numeri primi di Sophie Germain
Def. Un numero primo p si dice di S.Germain seuiinero 2p + 1 € un numero primo.

Es. | numeri primi 2, 3,5 ... sono numeri prim&d Germain: infatti i numeri 5, 7, 11, ...
derivati da essi mediante la formula 2p + 1 sonoenprimi.

Nella ricerca di questo tipo di numeri primi cirsibatte in un problema che tali valori per inter-
valli ad esempio di 1000 in 1000 al crescere dirvanziali e finali di tali intervalli la quanté

di tali numeri primi va significativamente diminubm questo potrebbe indurci ad affermare che
la totalita di tali numeri e costituita da un numeper quanto grande possa essere, e finto.

La congetturaespressa da S. Germain, afferma il contraria ladotalita di tali numeri e

infinita. Tale congettura a tutt’oggi non e stait@alstrata e costituisce un problema aperto.
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Il seguente programma permette di individuare ceimtiervalli determinati, quali e quanti sono
tali numeri primi.

Program numero_primo_di_S_Germain;
uses crt;
var K,i,j,t,n,inf,sup,w:longint;
perc:real;
m,s:array[1..3000] of longint;
risp:char;
procedure primo(x:longint);
var i:integer;
begin
k:=0;
for i:=2 to x div 2 do
if x mod i = 0 then k:=k+1;
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln(* Questo programma individua in un inedlo di estremi [2 ; sup ] ");
writeln(* quali e quanti sono i numeri primi$ophie Germain: cioS quei *);
writeln(* numeri primi p tale che 2p+1 sono eolgolta numeri primi');
writeln(* Inoltre trova la percentuale di talimeri rispetto alla totalit...");
writeln(* dei numeri primi presenti in tale intallo *);
writeln;
textcolor(11);
write(" Immetti I"estremo superiore dell"intallo: sup =");
readIn(sup);
writeln;
textcolor(18);
writeln(’ Attendere il calcalo!!);
writeln;
w:=0;
for n:=2 to sup do
begin
primo(n);
if k=0 then w:=w+1;
end,
j:=0;
for n:=2 to sup do
begin



primo(n);
if k=0 then
begin
=)+
m[j]:=2*n+1;
sfi]:=n;
end;
end,
t:=0;
textcolor(12);
write(' ");
fori:=1toj-1do
begin
primo(ml[i]);
if k=0 then
begin
t=t+1,
write(s[i]," ; ;
end;
end,
writeln(s[j]);
writeln;
textcolor(18);
writeln(’ FINE calcolo.");
writeln;
writeln;
textcolor(14);
writeln(" La totalita dei numeri di S.Germainltiatervallo ['inf,"; ',sup,]);
writeln(* sono ',t);
writeln(* La totalita dei numeri primi nell"iatvallo [',inf,"; *,sup,1);
writeln(* sono ',w);
perc:=t/w*100;
writeln(* La percentuale di tali numeri rispettita totalita dei numeri primi’);
writeIn(" presenti nell"intervallo & : ',per22 % ");
writeln;
writeln;
write(" Vuoi aumentare |"estremo superiore"deirvallo ? (S/N) ");
readIn(risp);
until (risp='N") or (risp='n");
end.

47
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CAPITOLO 1l
Funzione Gamma — Funzione Zeta

. . 2
Funzione gaussiana y =e™*

Prima di accingerci a definire e studiare la funeid’( x ) di Eulero, vogliamo studiare,

sviluppare in serie ed integrare la funzione gaunssi

y=e™

strettamente connessa alla funzione Gamma.

Studio della funzione :

n
a) Tipo: funzione trascendente esponenziale in @séim,,_, (1 + %) = 2,718 ...
b) CE=R ; CV.=R*
c) Intersezione assi:

. y=0
- Asse delle asmsse{: _ %

2 Impossibile

=0 =
- Asse delle ordinate{: * 2 O {x _ 0
y=e y=1

. 2 . . .
La funzioney = e~ non presenta intersezione cpon 'asse delle @&scissntre

interseca I'asse delle ordinate nel punto A (Q; 1

d) Simmetrie fondamentali: Poiché la funzione preséntariabile indipendente x a grado
pari, essa risulta una funzione pari: cioé simroatrispetto all’asse delle ordinate.

e) Segno:

La funzione essendo una funzione esponenzialéaisampre positivavx € C.E: y >0

f) Asintoti:

- Verticali: la funzione non presentando punti dicdintinuita non ha asintoti verticali
- Orizzontali: lim,_,4 e =0, pertanto la retta y = 0 : cioé I'asse delle asxis

costituisce I'asintoto orizzontale della funzione.
g) Derivate:

!

y'=-2xe™ ; y'=2(2x%—1)e ™
- Crescenza e decrescenzd:= 0

y' >0 per x<0: pertanto nell'interi@bperto (—o;0) la funzione e sempre

creseent

y' <0 per x>0: pertanto nell'interi@bperto (0; +) la funzione & sempre

decradee

- Massimi e minimi: y' = 0 per x = 0. Poiché la funzione presenta a sanidél
punto A (0 ;1) un andamento crescente e aaldstlo stesso punto decrescente,

tale punto costituisce un punto di massimo peutaibne.
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- Concavita: y" 20

y'>0 per x < —g 0x> g . pertanto negli intervalli apeli-c ; —v2) e

(V2; +00) la funzione volge la concavita verso il semipiano

delle ordinate positive.

y'>0 per —g < x< g . pertanto nell'intervallo apere-v2 ; v2) la

funzione volge la camita verso il semipiano delle ordinate
negative.

- Flessi: y'=0 pewx = ig . Poiché la funzione presenta a sinistra e aaldsi
1 1
punti: B(—g ; e‘E) e C(g ; e"E) diversa concavita, tali punti costituiscono i

punti di flesso per la funzione
h) Grafico

/\

Sviluppo in serie della funzione

Sviluppo in serie di Mac Laurin nel punto inizialg= 0.

- Determiniamo i coefficienti dello sviluppo in seri
y'=—=2xe " : y'(0)= 0
y' =202x2—1e ¥ y'= -2
y" = 4x(3 - 2x¥e ™ 1y =0
YV =4(4xt — 1262 +3)e™ 1yl =12
yV = 8x(—4x° 4+ 20x% — 15)e™*" : yV =0
yVI = 8(8x7 — 24x° — 40x* + 90x%2 — 15)e™*" : y¥I = —120

- Sviluppo:
2
e =1+2(-2)+ 2 (12) + (-120) + ...

2 x* x®
e =1-x*+—-—+ ..
2 6
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Iterando il procedimento si ha lo sviluppo in seléa funzione:

2 4 6 2n
e = 1- 4+ T T () +
1! 2! 3! n!

Allo stesso risultato si poteva giungere considgoda funzione esponenziale & Le cui
derivate di qualunque ordine sond™ = ef, pertanto dovendo calcolare tali derivate nel punt
t,=0sihach&n € N: y™ = 1; per cui lo sviluppo in serie di

. t t2 t3 t™
et=1+ F(l)-l— 5(1)4— 5 (1)++7 (1)+

Sostituendo ala variabile t la variab#e:? , si ha:
x*  x

6 ann
S (DR

) x2
e ¥ =1-"=—+
1! 2! 3!

Strategia molto meno laboriosa della precedente.

Integrale della funzione

Calcolo dell'integrale della funziong = e~*" in tutto il Campo di Esistenza-¢o ; +0 ): cioé
+oo  _,2
g=["e > dx
—00
Dallo studio di funzioni sappiamo che la funzioneddetta € una funzione pari, pertanto
_ +00 _x2
J=2[ e* dx

Ci limitiamo al calcolo di | = J[2:
+o0
I = j e dx
0

Applicando i due teoremi sugli integrali:
Teorema: Funzioni limitate e monotone nell'inedlo (a ; b ) sono integrabili

Def. Data una funziong(x) continua e limitata nell'intervallo (a ;¢ ) , si diceintegrabile
in senso generalizzase esiste ed e finito il

b
s oo
a
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Teorema. Sig(x) una funzione non negativa in (‘ac4 ed ivi continua, limitata e
integrabile in senso generalizzato, se per ognaxst verifica che | f(X) g(x) (con f(x)
funzione continua e limitata ) , allora la funzoifx) e integrabile in senso generalizzato in
(@;+o0).

Intanto la funzione f(x) =2~* nell'intervallo [0 ; 4+0) e continua e limitata: infatti in tale
intervallo non presenta punti di discontinuita ldua tipo, il suo campo di variazione e tutto

L : 1 .
compreso tra 0 e 1. Se ora consideriamo la funzidne = m tale funzione

x2 '

nell’intervallo [0 ; +e0 ) risulta non negativa, continua e limitata; inelkéssa € la reciproca della
funzione polinomiale r(x) =1 #%, come f(x) =" ¢ la reciproca di una funzione
esponenziale

h(x) =e*’. Poichévx € [0; +) h(X)=> r(x), discende cheg (x) < g(x). Inoltre la funzione
g(x) é integrabile in senso generalizzato:

1

. b _ T
ey dx = lim,_,, |arctan (x) |0 =3

. b

hmb—>+00 fO
Quindi per il teorema precedente possiamo afferrolagee f(x) =e~*" @ integrabile in senso
generalizzato nello stesso intervallo [0% ¥ : cioe esiste ed e finito

+o0

I =f e dx

0

Tuttavia il calcolo di tale integrale non € elenantente eseguibile: infatti tale integrazione
sfrutta il metodo degli integrali multipli, in pagblare quelli doppi.
Consideriamo I'integrale doppio:

|| resyyaxay

D

dove DS R? ¢ il dominio di integrazione. Vogliamo ora passda@eun sistema cartesiano xOy
ad un sistema sempre cartesiano uO’v dello staasop , dove le variabili X e y sono legate a
u ev dalle seguenti relazioni:

{x =p(u;v)

y=yPu;v)
dove le funzionip(u) ey (v) le supponiamo continue assieme alle loro deripateiali prime
in un certo dominioT. Supponiamo pure che le relazioni scritte soghikscono una
corrispondenza biunivoca tra i due domihie D e che il determinante Jacobiano:

dp 09

J = ou ov
oy oY
ou ov

sia sempre diverso da zero.
Sotto tali ipotesi vale la seguente formula difvemazione dell'integrale doppio:
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[[ fG; y)dxdy = [[ f(p(u;v);(u;v)) | ] |dudv
D T

cioé:il cambiamento di variabili in un integrale doppsoesegue sostituendo nella funzione
integranda alle variabili x , y le loro espressiarelle nuove variabili u e v, moltiplicando
quindi per il valore assoluto dello Jacobiano dedlastituzione, ed estendendo il nuovo integrale
al dominio T, corrispondente del dominio D, nelnpaiferito al sistema uO'v.

Nel caso particolare del passaggio dalle coordicattesiane X, y alle coordinate polasid ,
avendosi:

{x = pcos?
y = psend ’
Jdo OJg 9 9
_ a % __[¢cos —psenv| 2 20 _
J—% %_|sem9 pcosd = pcos“Y + psen“y = p
Ju ov

La formula di trasformazione diviene

[ f G y)dxdy = [[ f(pcos9; psend) pdpdd
D T

Tornando al calcolo di
+o

I=] e %" dx

0

Dalla teoria dell'integrazione finita, noi sappiariee la varabile di integrazione & una variabile
muta: cioé qualunque sia la lettera che figura cean@bile di integrazione, il valore
dell'integrale non varia; pertanto possiamo idécdife i due integrali:

+o0 +o0

je‘xzdx=f e‘yzdy

0 0

sostituendo alla lettera x del primo integraldetéera y del secondo integrale. Se ora andiamo a
moltiplicare i due integrali, otteniamo il quadratel valore iniziale:4

+oo +o
1?2 = j e~** dx-j e’ dy
0 0

Ora la funzione f(x ; y ) = f(x) f(y) nell'intervallo (0 ; 4 ) , soddisfacendo le ipotesi del
Teorema di Fubini, possiamo scrivere:

+o0 +oo +00 +00

je‘xz dx-j e‘yzdy= f f e‘xz_yzdxdy
0 0

0 0
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da cui

+00 +00

Izzf f e "’ dxdy

(V]

Ora siamo in presenza di un radicale doppio nelteabili X,y conR=[0;+o0 ) e D}, =[0,
+00)

Vogliamo ora passare a coordinate pgtary con T, =[0; +x) e Ty =[0 ;g ); applicando il
cambio di variabili si ha:

17 = [[7 [ emoeosh =send pdgdp = [ [z e~ pddp = [ (fz d®)e ™" pdp =

T +00 _n2 T _n2 o _T
2o (@pe™?)dp =7 le=?"| " =7

P=> > I=

Quindi
J= fj;oe‘xz dx =+

Se volessimo calcolare il valore approssimato uh un intervallo limitato [a ; b], occorre
applicare il metodo di integrazione per serie:ttnfaer questa funzione non negativa, ovunque
definita e monotona la serie ad essa associataveggente ( per il criterio di convergenza delle
serie a segno alterno di Leibniz) e quindi e polkesibtegrarla per serie.

Sia dato lo sviluppo in serie di Mac Laurin dellmZionef (x) = e=x’
2 4 6 2n

e = 1 -+ T (D)
1! 20 3! n!

Calcoliamo l'integrale nell'intervallo [0 ; b]

b

4 2 4 .6 2n
fe‘xzdx=f<1 —x—+ x Z +"'+(—1)n%+ ...)dx

w21 31
0
a8 I AR b
|K m‘l‘ 215 m-l_ +( 1) n!(2n+1) o™
b3 b5 b7 , b2t
5 _E-l_ E_E‘F"'-F(—l) n!2n+1)

Bloccando la serie ad una opportuna ( dipend#gita approssimazione richiesta) potenza si
ottiene il valore approssimato cercato dell'intégra
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NB Per b = 2 il valore dell'integrale a meno di'1® necessario che I'ultimo addendo della serie
sia
219

9!-19

man mano che cresce il valore della potenza @iltutlimo addendo della serie, la funzione
gaussiana cresce, di qui la necessita della tabuka della gaussiana: tale tabulazione e
presente nei testi di statistica, dove la gausdianan ruolo fondamentale nella funzione di
ripartizione di una variabile statistica normalitzza

Dopo questa ampia premessa, torniamo alla funZeamema di Eulero.

Funzione Gamma di Eulero

La funzionel ( X ) € una generalizzazione della funzione fater. non a caso essa e chiamata
come la funzione interpolatrice del funzione ariticee f(n) = n!, detta semplicemente fattoriale

din€ N . Essa e definita per x > 0 nel modo seguente:
+ 0o

r'(x)= J- t* te~tdt
0

L’analogia con il fattoriale discende da questazigni, che costituiscono le regole di ricorsivita
sia della funzione gamma che del fattoriale:

+oo : b _ : _ : _
r) = [ e tdt =limy_, [ €7 dt=limy_ | —e 7| ) =limy o0 (—e7? + 1) = 1
—_ (Y x o=t g4 — [14% —t\| (TP ex-1 -t 4] —
r'x+1)= fo t*e tdt = [|t (—e™)| o TX fo t e dt]mtegrando per parti—
(TR -1 -t g = .
x- [, t*lteTtdt = x-T'(x)
Di qui la formula ricorsiva:

{ ray=1
F'x+1)=x-T(x)

Analoga alla formula ricorsiva del fattoriale:

1'=1
{(n+1)!=(n+1) “n!

Se nella formula ricorsiva della funzione Gammaixcide con il numero naturale, si hanno le
seguenti uguaglianze:

I'ntl)=nI'(n)=n-n—-1)Tn—-1)=n-n—-1)-n—-2)-T(n—-2) =

w=m-1)-n—-2)..-3-2-1=n!
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Di qui la relazione che lega il fattoriale alla Alone Gamma:

n!=1"(n+1)=f+oot"e_tdt

0

"

Andando a tracciare la funzione aritmetica f(n) =
n! che e costituita da punti del primo quadrante di
un sistema di assi cartesiani ortogonali con a&ciss
ed ordinata dei punti numeri interi positivi e
tracciando la parte di grafico di(x) del primo
quadrante , si osserva che i punti di f(n) giacgion
sull’arco di curva di’(x).

ol=r()=1; 1U=r@)=1;

21=r(3)=2; 3'=r4) =6 ; ... ; ; ; : : x

La funzione fattoriale & una funzione divergent@ndihito in modo veloce piu di ogni altra
funzione algebrica o trascendente, quest’ultimacdiapiu veloce se ad esponente figura la
funzione fattoriale. Si dice che il fattoriale éaddine infinito superiore ad ogni altra funzione,
per cui il calcolo per n = 30, n! > ¥ per cui i normali calcolatori non forniscono ahea
approssimazione di tale valore. Tuttavia anche puell’avvento dei computer ci si poneva il
problema di come approssimare il fattoriale peowali n grandi.

La formula di Stirling € una formula che descriveamportamento asintotico della funzione
I'(x) cioé perx - +oo succede che
_ r'x+1)
x—1>I-|I-lOO x\* -
(2) vam

X
Che é lo stesso scriverd?(x + 1) = (f) V2mx + w(x)

X
Pertanto I'( x + 1) per x molto grandi viene approssimata @) V2mx ; ora nel caso che x

sia intero positivo: cioé x = n corenV , si han! = I'(x + 1). Quindi possiamo affermare che n!
viene approssimato dalla formula di Stirling:

nl = (g)n 2nn

Questa formula e frequentemente usata in statistezdcolo combinatorio, perché permette ,
guando n sufficientemente grande, di sostituire ad I'espressione a secondo membro,
semplificando notevolmente il calcolo: infatti heore del secondo membro lo possiamo trovare
mediante 'uso dei logaritmi.
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. . . e 50000
Esempio: Si vuole calcolare 500! Applicando lenfala di Stirling k = (T) V10007

passando ai logaritmi si hdn k = 500 - (In500 — 1) +%(ln 1000 + Inm) = 2611,33029

dacui k= &*139% che risulta dell’'ordine di #6*%cio& un numero intero positivo con circa
1120 cifre.

Vogliamo ricavare tale formula di Stirling sfrutdmla funzione Gamma.
Partiamo dalla relazioner! = I'(n + 1) e dalla definizionel'(x + 1) = f+

0
+ oo
f t"e~tdt.
0

Posto t = ny, calcoliamo il differenzialét = ndy set = 0,alloray = 0. Andiamo a
sostituire tali valori nell'integrale indefinito:

+00 +00 +oo
f the tdt = f (ny)"e ™ ndy =n”+1f (y-e™)dy .
0 0 0

“thetdt.
Calcoliamo lintegrale :

Siaf(y) = (y-e )™ Calcoliamo il logaritmo di tale funzione f(y):
Inf(y)=n-In(y-e™?)=n-(Iny—y) con fly) >0 et y>0
Posto y = x+1 con x > -1 e sostituendo nell’'ultimedazione si ha
Inf(x+1)=n-[In(x+1) —x—1]

Sviluppando in serie di MacLaurin nel punto inieia = 0, si ha:

2 x3 x4- xZn x2n+1

1n(x+ 1) =x—7+?—1+ "'—§+2n+ 1 — e
Fermando lo sviluppo al secondo ordine si ha
2

In(x + 1) =x—x7+w(x)

Possiamo approssimare, tralasciando il termir{e) , il In(x + 1):
2

X
ln(x+1)zx—7+

Andando a sostituire tale approssimazione in
Inf(x+1)=n-[In(x+1) —x—1]
Otteniamo:

X———-x—1|=———n

Inf(x+1) =n- 5 >

x? l nx?
Da cui passando all’antilogaritmo, si ha

n.
fx+1)=e 2 "=

Pertanto

n+1 tPe T ny\" teo na?
F(y)=F(f(x+1) ~n f — dx_(z) .n.L e~ Z dx

-1

Posto w :\E ‘X , passando al differenziadey = \/% - dx e ricavandalx = \/% dw, inoltre in



X=-1w= \/é sostituiamo nell’'ultimo integrale :

n 2 p+o0
FO)~FO) = F(f+1) ~ Fw) = (%) +n- \/%I—Jée w2 gy
Un estremo di integrazione dipende da n che teliddiaito, pertanto I'ultimo integrale

diviene:
+ 00

f e dw = V1

— 00

Quindi sostituendo

n!=F(n+1)=F(t):F(y)z(ﬁ)n-n-\/%-\/E:(g)n'm

e

Cioe

=) o

ottenendo cosi la formula di Stirling.

. . . . 1
Andiamo ora a determinare il valore della funzi@smma nel punto x =

1 teo1 ) toeo 1
F(—) =f t2 e‘tdtzf t ze ldt
2 0 0

Calcoliamo l'ultimo integrale col metodo della sastione:
posto t =22, dt =2z dz e sostituendo si hal’ G) = f0+°° z Ve % 2zdz = 2 f0+°° e %" dz

tale integrale risulta l'integrale gaussiano catolprecedentemente:

1 too T
r<—>=2f e_szz=2-£=\/E
2 . 2

Quindi

-

Applicando la formula ricorsiva possiamo determgniarvalore diI'(x + 1) = xI'(x)

Se x = ,alIoraI“(%+1)=I"G)= %I‘G)= g = 12\7
Se x=§ ,aIIoraI“(§+ 1)=F(§)= %F(§)= ¥ =1'32'2\/E
Se ng ,aIIoraF(§+ 1) =F(§) = ;FG) = 15;/;:1.3.253.ﬁ
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105vVm — 1-3:5: 71

Se x=§,aIIoraI“(§+1)=I“G)=%-FG)= " ”

_2n+1 2n+1 _ 2n+3\ _ 2n+1 2n+1\ (2n+1)!!_
Sex—T,alloraI“(2 +1)—I“(2)— . F(Z)— VT conz 0

dove il doppio punto esclamativo sta ad indicadoppio fattoriale del numero naturale che lo

precede:
es.pern=0> 1l'=1
pern=1- 3Il=1 -3

pern=2- 5!=1-3:-5

Pern=m 2n+DI'=1-3-5-7-..-2n+1)

In generale il valore del doppio fattoriale n'diato:
Se n é dispari dal prodotto del numero n per tuttimeri naturali dispari che lo

precedono
Se n é pari dal prodotto del numero n per tuttimeri naturali pari che lo precedono

Si assume per definizione che (-1)!! =0l = 111 =

Considerato che

nl=T(n+1)
Possiamo dedurre che
Q= rGen)=r@)-1r@)- £-2

| w
~
~~
Nlw
~—
Il
|w
E|
]
[E=y
w
S

~~
|
—
I
~
/N
|
+
[N
N——
Il
~
/N
NI
N——
Il
|
~
/N
N n
N——
Il
m|
N
w

(an—l)! —r (Zn—l n 1) _r (2n2+1) _ 2n2—1 ] F(an—l) _ (ZnZ;Ll)!! ] \/E

2
Questo ci permette di estendere la definiziorfattibriale dall’insieme dei numeri naturali

all'insieme A ={Vx EQ:x=n +§ conne€ N}:
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(r+r=r((n+3) +1) =5 V7

2

. . . 1 f
Vogliamo ora determinare la funziofiéx) , quando x :(; - n) con n > 0; sempre con l'uso

della formula ricorsiva e conoscendo ormai il valdrl” (E) = +/mr, possiamo scrivere:

T r(Qer(-ben)= -r(-) s r(-) =24k <2

1!

3!

i= 1= r(Er)= 3D (-] =5 2

8 23

avr=r(=3)=r(-3+1)=-3r(-3) dacuir(-3)=—g-Vr =—gm

Da cui

Een)i=r(E=n)+1)=r (- 0) - ot

(2n-3)!

Questo ci permette di estendere la definiziondat®riale anche a numeri negativi
appartenenti all'insieme B{=Vx EQ:x = %— nconne€Nen > 0}:

zn—l

(2n—3)!!'ﬁ

e o

In generale per valori negativi della x, poichétégrale di definizione diverge, la funzione

. . . .1 . - . .
gamma ( come si e visto per il caso di x=n ) viene definita a partire dalla formula di
ricorsivita.

Il fattoriale trova applicazione nel Calcolo Comdttiorio in particolare nel calcolo dei
coefficienti del binomio di Newton e precisamente

(1+x)" = Z (Z) xk

Dove (Z) , dettocoefficiente binomialeper la legge dei tre fattoriali e

n n!
(k) "k (n-k)!
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Nel contesto del calcolo delle potenze del binodiiNewton I'esponente n € un intero positivo.
Vediamo ora come é possibile determinare il vatteleoefficiente binomialeel caso che n sia
un numero reale:

(X) _ x!
k) k! (x —k)!
Usando la funzione Gamma pee R, sappiamo che per la formula ricorsiva

xX'=Tx+1)=x-T(x)=xh

dove abbiamo posto per comodita operativaItjxg = =

|
X .

_ _ _ . _rx) _ h
rx)=xx—-Drx—1) - rx-1)= "D - D

Frx—1D)=@-2)(x-2) - I'x-2)= 1"(5:6_—21)) - (x—l)h(x—l)
ra-2=G-3rx-3) - Mx-3)=""2= "0
Fx—k)=[x—-(k-DIlNx—(k—1] -

Ix — (k- 2)] h

M= k= = D "D -G -3 = Gkt D

Di qui il fattoriale:

h

— | = —
(x k)' (x—1)(x=2)(x=3)"...(x—k+1) con ke N —{0}
x) _ x! _ ﬁ x—D)(x-2)(x=3)r(x—k+1)_ x(x—-1)(x—-2)(x—3)"...(x—k+1)
k) 7 ki(x=k)! k! h - k!

Formula analoga nel Calcolo Combinatorio relatil@ @ombinazione a k a k di n oggetti , solo
che in questo contesto n = x numero reale.

Questa formula ci permette di calcolare potenzartbmi ad esponente numeri frazionari, che
sSpesso si incontrano in vari contesti.

Esempio:

a) Applicando la formula

1
VITx=(+0: =55 (

NP

11 1 5
xF=1+-x—cx?4+—x3——x*+ -
27 8 16 128
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b) Applicando la funzione gamma:

1
%z (2)!
) G-
1
B £ W )L
Per k=1~ (i) - 1.(2_%). = iE=2
N_oo@ _ T
Per k=2- %:2'(2_%)' 2.(2_2 == "%

1

1
VITx=(1+x)= ,t:’o(

11 1 5
)xk=1+5x—gx2+—x3——x4+---

2
k 16 128

Come e possibile constatare i due metodi coincidono

NB. Questa formula permette di sviluppare in sdrigotenze la funzione y #1 + x senza
ricorrere all’ Analisi matematica con I'applicazmeudello sviluppo in serie di MacLaurin.

1
Cosi se volessi sviluppare in serie la funzione?/y: posso usare la formula sopra scritta
(1-x)?

Senza andare a calcolare le derivate di dettadarziichieste dal metodo di MacLaurin

Un'altra applicazione della funzione Gamma consistecalcolo della funzione Beta, detta
funzione euleriana di prima specienne studiata da Eulero e poi da Legendre ;&ssai
definita:

per p eqreali e positivi

_ 101 — )ity = L@
3(P'Q)—f0"p (A=) dx = 070

Esempio:5(2;3) = folx(l — x)%dx = Exz —§x3 + %x“ (1) = %

ryr@ _12 _ 1

r() 24 12

III

p(2;3) =

re)yr@E) _ 1

p(2,3) = folx(l —x)?%dx = o 12
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Per completezza di informazione la funzione Ganuuome funzione complessa di variabile
complessa viene definita da Eulero in modi divara prima volta nel seguente modo
come prodotto infinito:

1 Z_1
1+
_ + oo ( k)
k
Successivamente con l'introduzione della costankutbro-Mascheroni:
Y =liMype [1+2 45+ +2—In(n + 1| =~ 0,57721566 4901532861...,

la definisce sempre come prodotto infinito con ¢taésrmulazione:

G - {1‘[ (142

Tale funzione é chiamata andi@zione euleriana di seconda specie

-1

Per xe Re x > 0, vale la seguente formula :
+00

r(x)= f t* te~tdt
0

Formula di cui abbiamo trattato precedentementeeciimzione interpolatrice della funzione
fattoriale, la cui rappresentazione cartesiana ¢etag nella figura
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program funzione_Gamma;
{$N+}
uses crt;
var k,n,i,t,w:longint;
b,h,c,cl,q,s,m,inf,sup,passo,passol,paiiffcteal ,area2:extended,;
a:real;
risp:char;
function pot(x:real; y:longint):extended;
begin
if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,(y-1));
end;
function f(x:real):extended;
begin
f:=pot(x,n-1)*exp(-x);
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma ti permette di clomla Funzioné&' (z) col’);
writeln('metodo del produttorio, con quelld timite e con quello del-");
writeln('l"integrale, quando I"argomentorenumero intero positivo.");
writeln('Si dimostra che per tali val@ri(n)=(n-1).."); writeln;
textcolor(12);
write('Immetti il valore massimo della varibbk : k =); readin(k);
write('Immetti il valore dell'argomento 0{n) : n ="); readin(n);
inf:=0.001;
sup:=k;
h:=10*k;
cl:=1;
textcolor(29);
fori:=1to k do
begin
if i<k then
begin
gotoxy(3,8);write(‘Attendere prego stab®rando ");
end;
if i=k then
begin
gotoxy(3,8);write(" ;
end;
a:=1+1/i;
t:=n-1;
b:=pot(a,t);
cl:=c1*(b/(1+t/i));



end;

a:=pot(k,n);

s:=1; b:=1;

for i:=1 to n-1 do b:=b*;

for i:=1 to n do s:=s*(k+i);

g:=a*b/s;

c:=1;

for i:=1 to n-1 do c:=c*j;
gotoxy(3,8);write('Attendere prego sto elabowjd

passol:=h;
passo:=(sup-inf)/passol;passo2:=(sup-inf)/(dad3p
w:=1;

repeat

passol:=passol*w;
passo:=(sup-inf)/passol;passo2:=(sup-inf)iphd);
a:=inf;
areal:=0;
repeat
b:=a+2*passo;
m:=a+passo/2;
areal:=areal+(b-a)*f(m);
a:=b;
until a>=sup-passo;
a:=inf;
area2:=0;
repeat
b:=a+2*passo2;
m:=a+passo2/2;
area2:=area2+(b-a)*f(m);
a:=b;
until a>=sup-passo;
diff:=abs(areal-area?2);
w:=w+1;
until diff<le-4;
gotoxy(3,8);write(" ;
textcolor(10);
writeln;
writeln('La funziond (',n,"), con il metodo del produttorio vale : *);
writeln(’ ,¢1:6:12,"' quando k =",k);
writeln;
writeln('La funziond” (',n,"), col metodo del limite, vale: *);
writeln(’ ',0:6:12,' quando k ="'k);
writeln;
writeln("La funziond™ (',n,"), col metodo degli integrali, vale :',adns@l):5:8);
writeln;
writeIn('Operando con il fattoriale si ha illoee limite del produttorio, );
writeln('quando k tende all"infinito, che rigu: (',n,'-1)! = ',c:2:0);
writeln;



textcolor(14);
write('Vuoi continuare con altro valore di Kdon ? (S/N) : );
readin(risp);
until (risp="n") or (risp='N’);
end.

2) seconda versione
a S .1
program Fun2|one_Gamma_per_muIt|pll_ﬁs_;

{$N+}
uses crt;
var a,b,i,d,c:longint;
cl:.char;

function pot(x,y:longint):longint;
begin

if y=0 then pot:=1

else pot:=x*pot(x,y-1);

end;
function dopfat(x:longint):longint;
begin

if (x=-1) or (x=0) or (x=1) then dopfat:=1

else dopfat:=x*dofifap);

end;
begin

clrscr;

writeIn('Questo programma ti permette di cale®larfunzione Gamma’);

writeln('per i primi 8 multipli dispari di=1/2 ");

writeln;

i:=1;

repeat
a:=dopfat(i-2);
c:=round((i-1)/2);
b:=pot(2,c);
writeln("'(",i,/2) = ',a,'',b,¥/m=",a/b*sqrt(pi):3:18);
i:=i+2;

until i>=16;

writeln;writeln;

i:=1;

repeat
b:=dopfat(2*i-1);
if i mod 2 <>0 then begin c1:="-";d:=-1 end

else begin cl1:='+';d:=1 end;

a:=pot(2,i);

writeln(T'(',1-2%i,'/2) = ',c1,",a,"/',b,¥m = ', d*a/b*sqrt(pi):3:18);
i:=i+1;

until i>=9;

readin;
end.
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FUNZIONE ZETA di RIEMANN

La funzionel(z) € una funzione analitica: cioé una funzione gl@ssa di variabile complessa,
studiata da Riemann. Essa viene definita per Re{zgome somma della serie armonica
generalizzata:

— 1 9] -zl
(2) =Ty = Yoy e
Fra le sue numerose applicazioni nell’'ambito digltaia dei numeri, essa esprime un’importante
relazione con la successione dei numeri primitinéssa puo essere espressa in questo modo:
1
C(Z) - Hp 1
1--z
P
dove il prodotto infinito o produttorio deve essesteso a tutti i numeri primi positivi.
Note le serie di Dirichlet possiamo trovare dedliazioni della funzione Zeta con le funzioni

aritmetiche:

) — =Y )
i)  “m=loms
o 4
2) §%(s) = T2 =%
(6= _ y+oo (M)
3 e T =t

4) 4(s)- (s — 1) = iz 20

Il primo a notare la connessione e I'importanzdadieinzione Zeta nello studio dei numeri
primi fu Eulero che nel 1737 dimostro I'identital sampo dei numeri reali:

1_[ : _il
1—pi_x_ nx
Di

n=1

dove x € un numero intero maggiore dplsono gli infiniti numeri primi ech i numeri
naturali.

Proviamo a verificare tale identita:

Consideriamo la serie geometrica di ragione p;* < 1 conp; numero primo ed X intero >1:

i (pi O™
m=0

Per la proprieta delle serie geometriche di ragige( —1; 1 ), essa e convergente e
precisamente alla somma infinita della progressgewmetrica ad essa associata:

1-p7)" _ 1
1-p;* - 1-p;*

Z%:O(pz_x)m = lirnm—mo

Consideriamo la successione delle serie attribuamgdwealori numerici :
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Perpi=2 - Z;?l:()(z—x)m — (z—x)o + (Z—x)l + (Z—x)Z + .o = 1_;_)(
Perp, =3 - Z;?l:()(:g—x)m — (3—x)0 + (3—95)1 + (3—96)2 + .o = 1_:_)(
Pemp;=5 — Z;orolzo(s—x)m — (S—x)o + (S—x)l + (S—x)Z + .. = 1_§_x

Vo = Zm=o@i )M =@ )+ )+ (07D = 1_;i—x

Moltiplichiamo i vari membri delle uguaglianza ttaloro si ha:
Mo, [Zrzo(P, 7)™ @0+ @)+ @72 + 1[G + G+ (B2 + -]
AEH G ET 2 4 ] [+ )+ T+ ] =

1 1 1 1 -1 1
1-27% 1-3=% 1-57% 7 1_p;~x 7 Piq—p;~*

Eseguendo il prodotto dei termini presenti nelleeptesi quadre, raccogliendo in unica parentesi
| fattori che individuano la decomposizione in daitforimi dei numeri naturali e applicando la
proprieta distributiva inversa delle potenze ,mitimmo la somma dei numeri naturali, aventi per
esponente (—x): cioé

T n ™ =X — = ()

© nF =[]y, —— ; | ieta transitiva dell’ l i i
ma anln = Di 1—p-‘x , Per la proprieta transitiva deliruguag |ar]zasS|amo Scrivere
4

o 1
Z,l:l%:“”:lp_ih——m

Come aveva osservato Eulero. Da questa relazioleedsdedusse che i numeri primi sono
infinti senza rifarsi alla dimostrazione di Euclidefatti egli constata che la serie

>
n=11%

Per x =1, si ha la serie armonica che risultamdjgnte, cosi pure risulta divergente la sott@seri
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© 1
Qi
Perx =2, la seriezj,‘;‘;lni2 converge a”ﬁ—2

Eulero confrontando la successione dei numeri peoniquella dei quadrati dei numeri naturali
afferma che i numeri primi sono piu numerosi deadyati perfetti in qualunque intervallo
[ 1; n]della successione dei numeri naturali.

Sfruttando la serie di Dirichlet, possiamo deteannil valore della funzione zeta per x reale:

(2) =5+ PR S e
D =ptptatpt =g =L
P S T AP
W=ftutats 90
1 6
6)=—+—+—+—+= —=1,0173
(6) 16 726 736 T 46 945
1 1 1 1 TI.'Zk 22k_17T2k|sz|
C=mmtmtsmt @t = = an

Dove B, € il 2k-simo numero di Bernoulli.

( NB. Sono detti numeri di Bernoulli i coefficierdello sviluppo in serie di MacLaurin della
funzione

_x
y_ex—l
Cioe:

X _ 1 1 +1 x? 1 x4+1 x® 1 x8+5 x1% 691 x12+7 x14+
ex — 1 2x 6 2! 30 4! 42 6! 30 8! 66 10! 2730 12! 6 14!
Pertanto i numeri di Bernoulli sono:

1. —_1. _ 1 __1 . _5 . — _ 591 . 7
BZ_E’BZ_ 30’ BZ_42’ B, = 30 ’ Bz_ee’ B, = 2730 '’ Bz_e’

(Per il calcolo vedi Appendice)

Per i numeri dispari non esiste alcuna formulagredt si accettano quei valori che fino ad oggi
sono stati trovati, ne esponiamo i valori relasivi
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(5)—1+1+1+1+ = 1,0369
S T ERE B SRR

1 1 1
((7)——+?+?+?+ - =1,0083...

La funzione zeta come funzione analitica

Fu poi Riemann a considerare e a studiare la faezieta {(s) ) come funzione analitica a
variabile complessa sotto la condizione che lagpadleRe(s)fosse > 1. Questa condizione
risultava necessaria perché la serie:

Zn 1 = ((S)

fosse convergente.
| potesi di Riemann

Una delle proprieta piu importanti della funzionet& & che soddisfa la seguente equazione
funzionale:

{(s) = 25mS™ 1sen( )F(l—s)((l—s)

Questa equazione psegn (?) = 0: cioe perRe(s) =-2kconk=1; 2; 3;...Zea semplici

o banali: abbiamo presi Re(s)<1, in quanto il pttaio di Eulero per Re(s) > 1 non ammette
zeri.

Pertanto eventuali zeri della funzione Zeta devessere ricercati per 0 < Re(s) < 1.

Vari sono i risultati ottenuti da Riemann nell’'w#o di tale funzione tra cui una formula che
mostra la dipendenza della funzione enumerativg dei numeri primi dagli zeri della funzione
Zeta.

Per pura curiosita la formuliamo:
p

1 1
- X f = dt +f 17— dt
m(x) = Z u(m) 2 ln (t) pJ2 In(t) =t(t2 — Dint

m

La correlazione con la funzione zeta sta nel feti®i valori della variabilg , che figura nella
sommatoria, sono i moduli degli zeri complessi banali della funzione Zeta.
Tuttavia egli non riusci a calcolare tali zeri,eaassdo pero che

“ @ molto probabile che tutti gli zeri non banddilla funzione Zeta abbiano parte reélecioé

. - - 1 13
giacciono nel piano complesso sulla nREa(s)-E

Questa asserzione e detta “ Ipotesi di Riemanné’ eglgi una congettura. Tale Ipotesi
costituisce uno dei problemi aperti della matenaagiazie anche alle conseguenze che
implicherebbe, qualora fosse dimostrata, sullaidistione dei numeri primi.

L’ipotesi di Riemann e la funzione Zeta son conaedke funzioni aritmetiche: infatti I'ipotesi di
Riemann vale se la serie
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un
nS
n=1
converge perRgs) >§. Inoltre seRgs) > 1 vale l'identita:

1N Em
) n

n=1

L’ipotesi di Riemann € equivalente al seguenteténdimostrato da Landau nel 1899:

lim,,_,., Ml)wz”ff”"'”(") =0  Ve>0
nz+e

Dove A(n) e la funzione di Lionville: cosi definita

{ A(D) =1

/1(7’1) = (_1)a1+a’2+a3+...+ar

dove glia; sono gli esponenti della scomposizione in fagomi di n:

4 a a a
N=p; "p; Py "Dy

L’Ipotesi di Riemann costituisce I'ottavo problema 23, proposti da Hilbert al Congresso
Ufficiale di Matematica tenuto a Parigi nel 1900lbidrt era convinto che una dimostrazione di
questa Ipotesi potesse portare a risolvere I'angasatione sulla distribuzione dei numeri primi,
in particolare che i numeri primi accoppiati o gdive®no infiniti.

Il valore m(n)

Def: m(n) é il numero dei numeri primi minori od uguale adnumero intero positivo
assegnato

Teorema dei numeri primi ( Gauss 1792 — de la ¥dHéussin-Hadamard 1890 )

“Il numerom(n) dei numeri primi minori od uguale di un dato numantero n si avvicina

. . . n . e s
asintoticamente al quomen{enem—) , quandon cresce all'infinito. “
Questo teorema, contenuto in una formula scritt&aass in un suo appunto, fu espressamente
enunciato d& eby3ev nella forma

“ Se m(n) € la funzione che esprime il numero dei numempminori od uguali ad n, allora

lim,,_, —@ =1 “

In(n)
Ma questi non fu in grado di dimostrare I'esisteditale limite. Soltanto due anni dopo la sua
morte nel 1896 due matematici: uno belga C.J.d&lke Poussin ed uno francese J.
Hadamard indipendentemente I'uno dall’altro e imfa diversa diedero la dimostrazione di tale
limite.



Tale teorema e equivalente a:

a) limn_>oo A)+A(2)+AB) +--+A(n) -0

n

b)  Posto Li = f:ﬁdt, (n) ~ Li

program funzione_zeta;
{$N+}
uses crt;
var k,n,i,y:longint;
b,a:extended,
c:integer;
risp:char;
procedure humeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat i:=i+1 until x mod i = 0O;
if (i=x) and (x<=k)
then begin (*write(x:10);*) y:=1 end

else y:=0;
end;
function pot(x:longint; y:longint):extended,;
begin

if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,(y-1));
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('  Questo programma ti permette di deteare il valore della ');
writeln(' Funziorign) di Riemann");
writeln('Con due metodi: quella del Produttoriguelio della Serie Armonica’);
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti "estremo superiore k della swgsiene dei numeri naturali : );
readin(k);
write('lmmetti il valore dell"esponente dellaftione {(n) : n =");
readin(n);
b:=1; c:=0;
fori:=2 to k do
begin
if i=k then c:=1;
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numeroprimo(i);
textcolor(30);gotoxy(3,20);write(‘Attenderesgo sto elaborando *);
if c=1 then begin gotoxy(3,20);write(' );end;
if y<>0 then
begin
a:=pot(i,n);
b:=b*(a/(a-1));
end;
end;
gotoxy(3,8);
textcolor(10);
writeln;
writeln(' Valore della funziorig(n) col metodo del *);
writeln(' Produttorio delle potenze demeri primi ‘);
writeln(' C('n,")="b:2:18);
writeln;
writeln('Valore della funziong(n) col metodo della Serie Armonica Generalizzata')
b:=1;
fori:=2 to k do
begin
a:=pot(i,n);
b:=b+1/a;
end;
writeln(' C('n,")="b:2:18);
writeln;
if n=2 then
begin
writeln('ll valore della funziong(',n,") col metodo del Limite, dovuto ad Eulero)g
writeln(’ C(',n,")=",sqr(pi)/6:2:18);
end;
writeln;writeln;
write("Vuoi continuare con altri valori di k @l ? (S/N) : ");
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.

a)Prima versione

program Lionville;

uses crt;

var n,nl,ik,j,s,r,somma,y:longint;
a,m,q,b:array[1..1000] of longint;
risp:char;

procedure numeroprimo(x:longint);

var i:longint;
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begin
=1,
repeat
=i+l
until x mod i = 0;
if (I=x) and (x<=n) then y:=1
else y:=0;
end,
begin
textbackground(1);
repeat
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(1,2);
writeln(‘Questo programma ti permette di calcolawalore della funzione');
writeln(‘di Lionville relativa ad un numero n imgepositivo: *);
writeln(’ f(n)=(-1)"(at+b+c+..,)"
writeln('dove a,b,c,... sono gli esponenti detlamaposizione di n in fattori');
writeln('primi.");
textcolor(12);
writeln;
write('Immetti il valore del numero: n = ");reaiy;
nl:=n;
textcolor(26);
if n>700 then
begin
gotoxy(2,10);write(‘Attendere pregty elaborando !! );
end,
writeln;
textcolor(10);
k:=0;
fori:=2ton do
begin
numeroprimo(i);
if y=1 then
begin
k:=k+1,
m[k]:=i;

end;
end;
writeln;
write(' n'=";
s:=0;
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fori:=1to k do
begin
r:=0;
repeat
if (n mod m[i] = 0) then
begin
r=r+l;
n:=rvanli];
end,;
until (n mod m[i] <>0) or (r=0);
if r<>0 then
begin
S:=s+1,;
write(m[i],"~r," a ");
qfs]:=mfi;
b[s]:=r;
end,
end,;
textcolor(11);
if n1>700 then
begin
gotoxy(2,10);write(’ Fine elaboramo Y
end;
textcolor(14);
gotoxy(2,14);
somma:=0;
for j :=1 to k do somma:=somma-+Dblj];
if somma mod 2 = 0 then write('La funzione di Lvdtke: f(',n1,") = (-1),somma,"' = 1")
else write('Lanfione di Lionville: f(',n1,) = (-1)"',somma," £';
writeln;writeln;
textcolor(13);
Write("Vuoi continuare con altro valore di n ?N$/');
readIn(risp);
until (risp='n") or (risp="N");
end.

b) Seconda versione.

program Lionville2;

uses crt;

var n,nl,ik,j,s,r,.somma,y,xmax,xmin:longint;
a,m,q,b:array[1..1000] of longint;



risp:char;
procedure lion(w:longint);
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
=1,
repeat
ii=i+l
until x mod i = 0;
if (I=x) and (x<=n) theny:=1

else y:=0;
end;
begin
nl:=w;
textcolor(10);
k:=0;
fori:=2tow do
begin
numeroprimo(i);
if y=1 then
begin
k:i=k+1;
m[K]:=i;
end;
end,
writeln;
write(’ w,=);
sS:=0;
fori:=1to kdo
begin
r:=0;
repeat
if (w mod m[i] = 0) then
begin
r=r+1,
w:=w div m[i];
end;
until (w mod m([i] <>0) or (r=0);
if r<>0 then
begin
S:=s+1,;
write(m[i],©," 4 9;
q[s]:=miil;
b[s]:=r;
end;
end;
textcolor(14);

somma:=0;
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for j :=1 to s do somma:=somma-+blj];
if somma mod 2 = 0 then write('---> f(',n1,) 5 1
else write(-#&nl,") = -1,
end;
begin
textbackground(1);
repeat
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(1,2);
writeln('Questo programma ti permette di calcolavalore della funzione');
writeln('di Lionville relativa agli n interi positi: );
writeln(' f(n)=(-1)(a+b+c+..)")
writeln('dove a,b,c,... sono gli esponenti dedlamsposizione degli n in fattori’);
writeln(‘primi, presi in un intervallo scelto aagere.");
textcolor(12);
writeln;
write('Immetti il valore dell"estremo inferioreld'intervallo: ");readin(xmin);
write('Immetti il valore dell"estremo superiorelltintervallo: ');readin(xmax);
for n:=xmin to xmax do
begin
if n mod 16 = 0 then
begin
readln;
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(1,2);
writeln('Questo pragmma ti permette di calcolare il valore della fma');
writeln('di Lionvilleelativa agli n interi positivi: ');
writeln(’ f(n)=(-1)"(a+b+c+...));
writeln(‘dove a,b,csono gli esponenti della scomposizione degh faitori');
writeln('primi, presi un intervallo scelto a piacere.");
textcolor(12);
end;
lion(n);
end;
writeln;writeln;
textcolor(11);
write(*Vuoi continuare in un altro intervallo 3/N) : );
readin(risp);
until (risp="n") or (risp='N’);
end.

La distribuzione dei numeri primi € un argomente bla sempre affascinato i matematici da
Euclide ai nostri giorni. Quello che puo esseresabgrato come un difficile corollario del
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Teorema di Euclide sull'infinita dei numeri priménne dimostrato dal matematico P.G.Lejeune
Dirichlet. Il suo Teorema afferma non solo che imewi primi sono infiniti, ma che anche se
considerassimo l'insieme degli interi che compaiogla progressione aritmetica:

a;a+b;a+B ;a+3; ...;a+m;....

con a e b primifraloro: cioé M.C.D (a; b ], persino in questa successione relativamente
piu rada di numeri interi rispetto alla sequenzandeneri interi esiste una infinita di numeri
primi.

Teorema: Se 6N ed ac Z taleche MCD (a; b) =1, allora esistonoriitfinumeri primi p tale
che
p=amodb

NB. Tale relazione € equivalente alla progressanitenetica precedentemente scritta: infatti dhe ¢
p= a mod b significa chep —a = kb con ke N e di conseguenza sostituendo a ki valori 0, 1,
2, 3, ..., otteniamo la progressione.
Lasciamo la dimostrazione ad un testo specialistjagpbstendiamo un programma in Turbo Pascal che ci
permette di determinare quali e quanti sono i nupréni in un intervallo semiaperto a destra e sbia
sinistra: [ 2; sup) che soddisfano il teoradnBirichlet; inoltre permette di determinare ladgercen-
tuale rispetto a tutti i numeri primi presenti élet intervallo. Ripetendo il programma con |'estoesuipe-
riore sempre piu grande, ci accorgiamo che talegméuale si va diminuendo .

program Teorema_di_Dirichlet;
uses crt;
var k,i,j,h,p,w,sup,b,a,xmax,w:longint;
r:real;
m,n:array[1..100] of longint;
risp:char;
function mcd(x,y:longint):longint;
var resto:longint;
begin
resto :=x mod y;
while resto<>0 do
begin
X:=Y; y:=resto;
resto:=x mod y
end;
mcd:=y;
end,
procedure primo(x:integer);
var i:integer;
begin
k:=0;
fori:=2 to x div 2 do
if x mod i = 0 then k:=k+1;
end;
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begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln(" Questo programma verifica operativateecon la ricerca dei numeri ");
writeIn(* primi il Teorema di Dirichlet, chefafma:’);
writeln;
writeIn(* " Dati un numero q intero positivayerso da zero, e un numero ‘);
writeIn(* intero a tale che MCD(b;a)=1, esrsi infiniti numeri primi p *);
writeln(" taliche pEamodb. "";
writeln;
repeat
textcolor(10);
write(" Immetti un numero intero positivo b)zeéadin(b);
repeat
write(" Immetti un numero intero a primo cof);beadin(a);
untilmed (b,a)=1;
writeln;
textcolor(12);
writeln(" Poiche I"aritmetica del calcolat@rdinita, come strategia di *);
writeln(' verifica del teorema adoperiamo ingdli di ricerca predefinita.’);
writeln;
repeat
textcolor(11);
write(" Immetti ["estremo superiore dell"intallo sup = ');readIn(sup);
writeln;

textcolor(14);
j:=0;
for i:=2 to sup do
begin
primo(i);
if (k=0) and ((i-a) mod b = 0) then
begin
=1+
m[j]:=i;
end;
end;

fori:=1toj-1 do
write(m[i]," ; 9;
writeln(m([j]);
w:=0;
for i:=2 to sup do
begin
primo(i);
if kK =0 then w=w+1;
end
r:= j/w*100;



writeln;
textcolor(15);
writeln(' Il numero dei numeri primi nell"imteallo [2;',sup,'] tale che");
writeln(’ E ',a,' mod ',b);
writeln(* sono: i
writeln;
writeln(" Il numero dei numeri primi nell"imello [2;',sup,] € ', w);
writeln;
writeln(‘La percentuale dei numeri primi relatal Teorema di Dirichlet rispetto *);
writeln(‘ a tutti i numeri primiin[2; ‘, qu’] é *, r:2:2);
writeln;
writeln;
textcolor(13);
write("Vuoi provare con un altro intervalloS/K) );
readIn(risp);
until (risp='N") or (risp='n");
write("Vuoi provare con un"altra coppia di ren ed a ? (S/N) 9;
readin(risp);
clrscr;
until (risp="'N") or (risp="n");
end.
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Appendice

Calcolo dei numeri di Bernoulli

Si chiamano numeri di Bernoulli il valore delle iate d’ordine pari dello sviluppo in serie di
Taylor, nel punto iniziale = 0, della funzione

f(x) =

ex—1

In tale sviluppo, fatta eccezione del derivata pritutte le derivate d’ordine dispari sono uguali
a zero

Consideriamo (e* —1)f(x) = x; dacui e*f(x) = f(x) +x
Derivando successivamente ambo i termini dell’etprezrispetto alla x, si ha:

) e f)+erf')=f)+1
e[f)+f (] =f(x)+1

2) e fO+ @]+ ')+ ] =f"(x)
e[f)+2-f'(x) + ()] = f"(x)

3) I +2: )+ @+ [P 42 () + F (0] = ()
eX[f()+3-F/@) +3- @) + @] = ()

4 e fO+3-f'+3 '+ @I+ e[ +3-f"(0)+3- () +
+V )] = f(x)
e*[fO)+4-f' ) +6-f"()+4-f"()+ )] = f(x)

5 e +5-f()+10-f"(0)+10-f"()+5-fV) + V()] = f(x)

Iterando il procedimento ed osservato che ifaenti delle derivate sono i coefficienti dello
sviluppo del binomio di Newton, possiamo deteare un qualunque sviluppo.

Ponendo x =0 in queste equazioni si ha:

2) fO) =1
3) 2:f'(0)+ f(0)=0 - f(0)=—3
4) 3f'(0)+3-f'(O)+f0)=0 — f(0)=+

5) 4-f"0)+6-f"(0)+4-f'(O+f(0)=0 - f"(0)=0
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6) 5-fV(0) +10- f"(0) +10-f"(0) +5-f @+ f(0)= 0 - f(0)=—+
Otteniamo successivamente, calcolando a parte ,

IHOEESS f"<0)=§ PO =05 O =5 s O =0; 1O =,
ROy =0; fMO)=-=; fX0)=0; fXO0)==; fX0)=0; f¥(0)=

691
FA©) =0 fX'V(0)=§ ; fXV(0)=0 O == ) =0
£V Q) = 43867 L FXIX(0) =0 ; FXX(0) = _%; _____

Se ora indichiamo con

Bzzf"(0)=§ ; Ba=fV(0) = -5 ; Be=f"(0) = ; Be=f""(0) = — 5

691 7
Bio=f%*(0) =— ; Bia=f*"(0) = ~ 730 Bia =¥ (0) = -
G= FAVI0) = — BV L g vy BT g () 145993377

510 2310

Lo sviluppo in serie di MacLaurin della funziong(x) = exx_-1 risulta:

x 1 x? x* x® x8 x10
=1 +;(_E) +;Bz +ZB4 +EB6 +§Bg +H310+

eX—1

| coefficienti B, , B, ,B¢ , Bg , By , ... Si chiamanmumeri di Bernoulliessendo stati la

prima volta studiati da Giacomo Bernoulli.

La funzione f(x) = ——

Vista I'importanza della funziong (x) = pra

Vogliamo proporre qui il suo studio ed il suo geafrispetto ad un sistema di assi cartesiani

monometrico ortogonale xOy.
Studio della funzione:

a) Funzione trascendente esponenziale fratta di bas@,71828...
b) C.E. =R - {0}
c) Simmetrie fondamentali.
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La funzione non presenta simmetrie rispettcagbe y, né rispetto all’origine del
sistema di riferimento.

d) Segno:

x x>0 x<0
v 0 se {ex _1>0 oppure {ex _1<0
Il primo sistema é verificato per x > 0, il secor@verificato per x < 0, unendo i due

intervalli possiamo affermare la funzione e sengwsitiva nel suo campo di esistenza.

e) Ricerca di eventuali asintoti:

a) Asintoto verticale : limx_>(,exx—_1 =1, applicando la regola di De L'Hopital
pertanto il punto di ascissa 0 € un punto di disnaita eliminabile il suo valore e
1. La funzione non ammette asintoti verticali e pgs=ail punto A(0; 1)

b) Asintoto orizzontalelimx_)mﬁ = 0: laretta y = 0 € un asintoto orizzontale per x
che tende aocb; lim,H_ooex’C—_1 = +4oo : per X che tende-aco non presenta asintoto
orizzontale

¢) Asintoto obliquo:m = lim_ (exx-1 i) = -1 ; g=lime,_c (ﬁ + x) =0

La retta di equazione y = - X costituisce un asobbliquo per x che tende-ao

f) Derivata prima

!

B e*(1—-x)—1
C (e¥—1)?

Derivata seconda

e*[e*(x —2) + x + 2]
(e —1)3

I —

a) Crescenza e decrescenza: studio del segno di y’
per Vx il numeratore & negativo, mentre il denominatéopmsitivo,
pertanto la derivatanya € negativa , la funzionedecrescente

b) Massimi e minimi
y+0 Vx pertanto la funzione non ammette massimiromi.

c) Concavita e convessita: studio del segno di y”
y’>0 Vx  pertanto la funzione volge la concavita versemiasse

positivo debrdinate

d) Flessi: La funzione non presenta flessi
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CAPITOLO 1l

Numeri primi e Primalita’

A) Divisibilita tra numeri naturali, MCD e mcm

Teoremadi divisibilita: Siano a e lg N con a# 0, esistono due numeri g ed N tale che
b=aq+r
can<r <a.
Al numero g si da nome di quoziente tra b ead esi da nome di resto: quest’ultimo puo
essere definito come il risultato dell'operataredtra numeri naturali r = moda
Def. Se il resto r = 0, allora si dice chewnédlivisore di b o che b e divisibile per a.

Proprieta dei divisori Se a é un divisore di b, indichiamo tale asseezicon a | b, allora
valgono le seguenti proprieta

* VYVaeN - ala

* VabceN->seal|be blcallora alc

e VabceN-oseclaec|ballorac|(a+b)ec|(a—b) cona>hb

* Vab,c,x,y EN »secla ecl|ballorac|(x-a+y-b)

e Va,beN ->seal|beb|a allora a=»b

Def. di Massimo Comun Divisore (MCD): Siano ke N,, si chiama Massimo Comun
Divisore traaeb: MCD(a;b), gnpemerome N tale che
* Vc €N —-seclaec]|ballorac|m
e d3xey €Z taleche m=a-x+b-y

La prima relazione della definizione ci garantisbe il Massimo Comun Divisore traae b € il
piu grande dei divisori comuni ad a e b. La secanddferma che il Massimo Comun Divisore
tra a e b € una combinazione lineare di a e b.
NB. Per convenzione si stabilisce che se uno deriva@o b € zero il MCD ( a; b) e il valore tra
a e b diverso da zero.
Inoltre se a e b non sono entrambi nulli si dinrestre
1 <MCD(a;b) <inf(a;b)

Proprieta del MCD:

* Va,b €N - MCD(a;b)=MCD (b;a)

e VYa,k EN -»MCD(a; k-a)=a

* Vabk €N ->MCD(k-a;k-b)=k-MCD(a;Db)

e Va,b,c EN-> MCD(a;c)=1e MCD(b;c) =1 & MCD(a-b; c)=1

e Vab,c EN -MCD(a; b; c)=MCD(MCD(a;b);c)=

MCD(a; MCD(b;c))
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Teorema : Presi comunque due elementia, yditbna>b), il
MCD (a;b)=MCD (b;amodb) oppure MCR(b)=MCD (b;r)
Dove r e il resto della diviseotra b e a.

Def. di minimo comune multiplo (mcm): Siano a& WV, si chiama minimo comune multiplo tra
aeb:mcm(a;b), quel numereky tale che

 alk e bk
* VcEN —-sealceb]|callora k|c

La prima relazione della definizione ci garantisbe il minimo comune multiplo € un multiplo
sia di a che di b: cioé che a e b sono divisoriatel minimo comune multiplo; la seconda che
esso € il piu piccolo tra i multipli, dovendo diere tutti i multipli comuni di a e b.

Proprieta del mem:

* Va,b EN - mem(a;b)= mem(a;b)

* Vabk €N -mem(k-a;k-b) =k -mcm(a;b)

e Vab,c €N ->mem(a; b; c)=mecm (mem(a;b); c) =mcem(a,mem(b;c))
ab

e VYa,b EN —>mcm(a;b)=m

program Bezoult;
uses crt;
var a,b,m,n,c,mcd,r:integer;
al,a2,a3,b1,b2,b3,c1,c2,c3,q:integer;
risp:char;

begin

repeat
clrscr;
textcolor(15);

writeln('Questo programma ti permette di verifecd Teorema di Bezout: ); writeln;
writeln('Siano A e B due numeri naturali e sia M{Cloro massimo comun);
writeln(‘divisore, esistono almeno due numeratiel x, y tale che :");
textcolor(12);

writeln(' MCD(A,B) = x*A + y*B);
textcolor(15);

writeln('cioe" il MCD e" una combinazione limeali A e B ."); writeln;
textcolor(14);
write('Immetti due numeri naturali : *);
readin(a,b);
if a<b then

begin
c:=a; a:=b; b:=c;
end;
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m:=a; n:=b; r:=a mod b;
while r<>0 do
begin
a:=b; b:=r; r:==a mod b;
end;
mcd:=b;
writeln(MCD (',m,";',n,") =", mcd);
if m mod n <> 0 then
begin
al:=m; a2:=1; a3:=0;
bl:=n; b2:=0; b3:=1;
g:=al div b1;
repeat
cl:=bl;c2:=b2;c3:=b3;
bl:=al-g*bl; b2:=a2-q*b2;H83-g*b3;
al:=cl;a2:=c2;a3:=c3;
g:=al div bl;
until b1=mcd;
end
else
begin
b2:=1; b3:=-(m div n - 1);
end;
writeln;writeln;
textcolor(12);
writeln(mced,' = (',b2,)*',m,'+(',b3,)*,n); weln;
textcolor(11);
writeln(’x =',b2,' e y ="Db3);
readln;
write(*Vuoi ripetere con altra coppia di valor(S/N) : *) ;
readl(risp);
until ( risp="n") or (risp=‘N’);
end.

B) Numeri primi e scomposizione in fattori primi
Numeri primi:

Def. Un numero naturale p si dice primo se p egitag di 1 e se gli unici divisori dip sono 1 e
p.

Nella storia della matematica il primo metodo @eriterca dei numeri primi consiste
nell’eliminare dalla sequanza dei numeri naturati i multipli dei numeri 2, successivamente
tutti i multipli di 3, poi tutti i multipli di 5 (visto che il 4 & stato eliminato perché multipl@di,
poi tutti i multipli di 7 (visto che il 6 & statdiminato perché multiplo del 2 ) , e cosi di ségui
Tale metodo € detto del “ Crivello di Eratostendi“cui qui diamo il programma in Pascal.



program crivello_di_Eratostene;
uses crt;
const dim=maxint;
type vett=array[1..dim] of boolean;
var num:vett;
n,max_ind,nmax,s,q:longint;
w,z:real;
procedure immetti;
var i:integer;
begin
repeat
write(" Introduci n = ");readln(nmax);
until (nmax >1) and (nmax<=dim);
max_ind:=trunc(sqrt(nmax))+1;
for i:=1 to dim do num([i]:= true;
end;
procedure elimina_multipli(k:integer);
var indice:integer;

begin
indice:=k; s:=0;
while indice<=(nmax-k) do
begin

indice:=indice+k;
num[indice]:=false;
s:=s+1
end,;
end;
procedure scrivi;
var j.integer;
begin
q:=0;
for j:=2 to nmax do

if num[j] then begin write(j:8);q:=g+1 end;
writeln;writeln('ll numero dei numeri primi < hmax," S ',q);

readin;

end;

begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);

gotoxy(20,5);write(NUMERI PRIMI: col metodo dERIVELLO DI ERATOSTENE);
GOTOXY(3,7);WRITE('Questo programma determinaimeri primi inferiori ad un numero

asseganto');

gotoxy(3,8);write(‘col metodo dell"eliminaziosaccessiva di numeri divisibili da 1 fino ad N');
gotoxy(3,9);write('Inoltre ti determina in appso®azione il numero di questi numeri primi, ");
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gotoxy(3,10);write('dapprima con la formula diUSa e successivamente con una sua variante.');
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gotoxy(3,12);

immetti;

n:=2;

repeat

elimina_multipli(n);
n:=n+1;

until n>max_ind;
SCrivi;
writeln;
z:=int(nmax/In(nmax));
write('ll numero dei numeri primi <= ‘,nmax," canfbrmula di Gauss € uguale a ',z:6:0);
writeln;
if (nmax>1) and (nmax<=10) then
w:=int((nmax + (nmax+1)/9)/In(nmax));
if (nmax>10) and (nmax<=100) then
w:=int((nmax + (nmax+10)/9)/In(nmax));
if (hnmax>100) and (nmax<=1000) then
w:=int((nmax + (nmax+100)/9)/In(nmax));
if (nmax>1000) and (nmax<=maxint) then
w:=int((nmax + (nmax+1000)/9)/In(nmax));
writeln(’ mentrercla sua variante e uguale a ',w:3:0);
readin;
end.

Un numero naturale > 1 che non sia primo si dice composto. Si dermtamd i numeri primi
e con N\? i numeri composti .

Teorema: Due numeri naturali a e b sono primidra b coprimi se e solo se MCD (a;b) =1.
Lemma: Seme Nedn>1, alloradp €& tale chep|n

Teorema: Sianp € 2 e aebe N. Sep|(a-b),allorap|a ep]|b.

Def. Daton € N,, si chiamdattorizzazione canonicgo scomposizione in fattori primi ) diil
prodotto dei divisori primi presi con il loro gradtioe
— a1, G2 O3 A% —TIT ai
n=p; ) &) Py = 1i=1D;
conp<p se i<|,peEP ea,€Nper i=1,2,..,r.

Teorema fondamentale dell’aritmetica: Per ogni manmaturalen > 1 esiste ed € unica la sua
fattorizzazione canonica.

Il teorema fondamentale dell’aritmetica afferma olgai numero naturale si pud scomporre, in
modo unico ( a meno dell’'ordine dei fattori )neb@otto di numeri primi ma non fornisce un
metodo per ottenere tale fattorizzazione.
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Un metodo per fattorizzare un numero naturadequello di dividerlo per la sequenza dei numeri
primi inferiori a % . Tale procedimento € pero laborioso, anche pgr sofisticati sistemi di

calcolo computerizzato, quando il numero e di wréacgrandezza.

Molti famosi matematici: quali Fermat, Eulero, Ladee, Gauss, hanno inventato dei metodi
per ridurre la quantita di tentativi necessari gmymporre un numero in fattori primi, alcuni dei
quali sono oggi alla base di algoritmi per la fatpazione di un numero.

program scomposizione_in_fattori_primi;
uses crt;
var n,nl,b,y,y1k,irw,s:integer;
t:boolean;
risp:char;
m,a,q,bl,p:array[1..1000] of integer;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
I:=1;
repeat i:=i+1 until x mod i = 0;
if (i=x)
then yl:=1
else y1:=0;
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(1,2);
writeln(‘Questo programma ti permette di scompaor@ttori primi un numerao');
writeln('naturale n ");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti un numero naturale n : ');
readin(n); nl:=n;
numeroprimo(n);
if (yl=1) then
begin
writeln; writeln; textcolor(10);
write('Scomposto in fattori primi risultg; '
write(n,' =',n,""1");
end
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else
begin
if (y1=0) then nl:=n div 2;
w:=0;
gotoxy(3,7);
textcolor(30);
write(‘Attendere prego, sto elaborando !I");
fori:=2tonl do
begin
numeroprimo(i);
if y1=1 then
begin
w:=w+1;
pw]:=i;
end;
end,;
textcolor(10);
writeln;writeln;
write('Scomposto in fattori primi risulta: ");
b:=n;
S:=0;
for k:=1 to w do
begin
t:=false;
fori:=1to k-1 do
if p[K])/p[i]=int(p[Kk]/p[i]) then t:=tue;
if t=false then

begin
S:=s+1,;
a[s]:=p[K];
end,;
end,;
write(b,' =");
1:=0;
fork:=1to s do
begin
r:=0;
repeat
if (n mod a[k] = 0) then begin
r=r+l;

n:=n div a[k]; end;
until (n mod a[k] <>0) or (r=0);
if r<>0 then
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begin
=i+l
write(a[k],"',r," 0 ");
qli:=a[k];
bl[i]:=r;
end,;
end,;
gotoxy(3,7); writeln(’ ;
end,;

textcolor(11);
gotoxy(3,18);
write(*Vuoi proseguire con altro numero n N)S);
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

Sianoaebe N,cona>1leb>1; Sian(ﬂlr=1 piai e f=1 piﬁi le fattorizzazioni canoniche
rispettivamente da e dib, conr > s:

» MCD (a;b)I(p, npy)™" F)

« mem(a;b) 1(p, U pp) P )

La prima relazione stabilisce che per determinav0D traa eb si esegue la scomposizione in
fattori primi dei due numen eb e quindi si opera il prodotto dei fattori primiraani con |l
minimo esponente; la seconda stabilisce che perrdetare il mcm tra e b si esegue la
scomposizione in fattori primi dei due numa b e quindi si determina il prodotto dei fattori
primi comuni e non comuni con il massimo esponente.

1)
program numeri_primi; (* in un dato intervallo drgt nelle forme 4k+1 e 4k-1 *)
uses crt;
var j,a,b,y,h,k,m,xmin,xmax:longint;
risp:char;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat
ii=i+1
until x mod i = 0O;
if (i=x) and (x>=xmin) and (x<=xmax) then
begin
write(x:20);
y:=1
end
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en
be

else y:=0;
d;
gin

repeat

textbackground(1);

clrscr;

textcolor(15);

writeln(* Questo programma ti permette dedetinare i numeri primi in un dato’);
writeln(* intervallo e di distinguerli in dwategorie :quelli della forma );
writeln(* 4*k-1 e quelli della forma 4*k+1; ")

writeln;

textcolor(12);

write('Immetti I"estremo inferiore ( >= 4l¢ll"intervallo: inf = *);readln(xmin);
write('Immetti I"estremo superiore dell&ntallo: sup = ');readIn(xmax);
writeln;

textcolor(10);

k:=0; h:=0;
for j:=xmin div 4 to xmax div 4 do
begin
a:= 4%-1;
b:=4%+1,

numeroprimo(a); k:=k+y;
numeroprimo(b); h:=h+y;
end;
writeln;
m:=k+h;
writeIn('ll numero dei numeri primi da ',xmia,",xmax," & ',m);
writeln;
textcolor(14);
writeln('Sono della forma 4*k-1: ");
for j:=xmin div 4 to xmax div 4 do
begin
a:= 4%-1;
numeroprimo(a);
end;
writeln;writeln;
writeIn('Sono della forma 4*k+1: ");
for j:=xmin div 4 to xmax div 4 do
begin
b:= 4%+1;
numeroprimo(b);
end;
writeln;writeln;
textcolor(13);
writeln("NB. Tutti i numeri primi & possibileedomporli in differenza di quadrati');
writeln('ma solo quelli della forma 4*k+1 & pdsle decomporli in somma di due');
writeln(‘'quadrati. Per la verifica vedi il pmragnma Congettura di Girard *);
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writeln;
write('Vuoi continuare con altro intervalloS/N) *);
readin(risp);
until (risp="n") or (risp='N’);
end.

Alla fine di quest’ultimo programma € presente lagmsizione “ tutti i numeri primi € possi-
bile decomporli in differenza dei quadrati di duareri interi, ma solo quelli della forma 4k+1 &
possibile decomporli in somma di due quadrati ‘Ue§a affermazione & un corollario del
Teorema di Fermat, che a sua volta si fonda su

Teorema: Siano n, a due interi positivi tale cleeun divisore di (a + 1), esistono due interi X
y primi tra loro tale che >+ y* = n.

Corollario: Siano n, a, b tre interi positivi cored primi tra di loro ed n divisore di{ab’),
esistono due interi x ed y primi tra di loro talecxX + y* = n

Teorema di Fermat: Se p € un numero primo cenlgnod4 : cioe della forma 4k+1 , allora
esistono due interi x , y tale ché &y = 1.

| seguenti due programmi verificano rispettivamehpeimo il Teorema e d il corollario
enunciati sopra, mentre il secondo il Teorema dmiae.

program Teorema_e_corollario;
uses crt;
var i,j,k,k1,p,a,q,x,y:longint;
m:array[1..1000] of longint;
risp:char;
function mcd(p,qg:longint):longint;
var resto:longint;
begin
resto :=p mod q;
while resto<>0 do

begin
p:=q; g:=resto;
resto:=p mod q
end;
mcd:=q;
end;

procedure numero(v:longint);
var n,r:longint;
begin
k:=0 ;
for n:=v downto 1 do
begin
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r:=v mod n;
if r =0 then
begin k:=k+1; m[k]:= v div n;end;
end;
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma determina i divisorgd ) della somma dei quadrati di due’);
writeln('numeri naturali assegnati, tali che siamioni tra loro, e verifica che ');
writeln(‘esistono almeno due numeri interi ( a)tali che d = ay+ by ");
writeln;
textcolor(12);
repeat
write('Inserisci il primo numero intero positivo=X);readln(x);
write('Inserisci il secondo numero intero positive ');readin(y);
writeln;
until med(x,y)=1,
a =xX*X+y*y;
textcolor(10);
numero(a);
writeln('l divisori di ',a," sono: ");
forj:=1to k do
write(" ',m[j]:8); writeln;
writeln;writeln(‘Infatti *);writeln;
k1:=1,;
repeat
for i:=1 to round(sqgrt(m[k1])) do
forj:=1toido
if (mecd(i,j)=1) and (i*i+j*j=m[k1]) then
begin
writeln('La coppia (\,i,";',),") verificehe il divisore ',m[k1]," =",i*i," + ", J*));
end;
k1l:=k1+1;
if k mod 20 = 0 then readin;
until (k1=k+1);
writeln;writeln;
textcolor(29);
write('Vuoi continuare con altra scelta ? (S/N) ")
readIn(risp);
until (risp='N") or (risp='n");
end.



program teorema_di_Fermat_sulla_decomponibiltaommnsa_di_quadrati;
uses crt;
var k,i,j,h,p,w,sup,inf:longint;
m,n:array[1..100] of longint;
risp:char;
function mcd(p,qg:longint):longint;
var resto:longint;
begin
resto :=p mod q;
while resto<>0 do
begin
p:=q; q:=resto;
resto:=p mod q
end;
mcd:=q;
end;
procedure primo(x:integer);
var i:integer,;
begin
k:=0;
fori:=2 to x div 2 do
if x mod i = 0 then k:=k+1;
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln;

writeln(* Questo programma ti permette di indivare dapprima i numeri di un’);

writeln(* determinato intervallo che sono sonueaquadrati di due numeri *);
writeln(* interi positivi, che sono primi trarty successivamente individua *);
writeln(* tra questi i numeri primi, dichiarantboproprieta che li individua.");
writeln;
textcolor(10);
write(' Immetti I"estremo inferiore dell"intelo : inf =");
readIn(inf);
write(' Immetti I"estremo superiore dell"intalio : sup =");
readIn(sup);
writeln;
h:=1;
for p:=inf to sup do
begin
primo(p);
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if k=0 then
begin m[h]:=p;
h:=h+1 ;
end,
end;
textcolor(15);
writeln;
writeln(* Ecco tutti i numeri compresi nell"a@mvallo [',inf,"; ',sup,T);
writeln(* che sono somma dei quadrati di due enprimi tra loro :');
textcolor(12);
k:=0;
for p:=inf to sup do
for i:=1 to round(sqrt(sup)) do
forj:=1toido
if (I*Yi+j*j=p) and (mcd(i,j)=1) then
begin
k:=k+1;
n[k]:=p;
end,
write(' ");
fori:=1to k-1 do
write(n[i]," ; );
write(n[k]);
writeln;writeln;
textcolor(15);
writeIn(" Ecco tra questi i numeri primi che ssomma di due quadrati’);
textcolor(12);
k:=0;
for w:=1 to h-1 do
for i:=1 to round(sqgrt(m[h-1])) do
forj:=1toido
if (I*i+j*)=m[w]) and (mcd(i,j)=1) then
begin
ki=k+1,
n[k]:=m[w];
end,
write(' ");
fori:=1to k-1 do
write(n[i]," ; );
writeln(n[k]);
writeln;
textcolor(15);
writeln(* Questi numeri primi sono caratterizzilla propriet...: ");
writeln(’ E 1 mod 4 s
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writeIn(* cioe: questi numeri divisi per 4 danmsto 1 °);

writeln;
writeln(" Da qui la proposizione dimostrata darkat, che dice:');
writeln(* Se p € un numero primo talesph mod 4, allora esistono due’);
writeln(" numeri interi (s ; t) tali che’st? = p *);
writeln;
writeIn(' INVIA per continuare e attendere ladidel calcolo!!");
readin;
writeln(* Ecco le coppie relative ai numeri primdicati a fianco *);
textcolor(12);
for w:=1to h-1 do

begin

if (m[w]-1) mod 4 = 0 then

for i:=1 to m[w] do

forj:=1toido
if (mcd(i,j)=1) and (i*i+j*j=m[w]) then
writeln(" la coppia (',i,%;",),")--->"\m[w]," =",i*i," + "J*));
end,;
writeln;
textcolor(14);

write("  Vuoi modificare |"intervallo di ricea ? (S/N) ");
readIn(risp);

until (risp='N") or (risp="n");

end.

Il seguente programma calcola i numeri primi incernto intervello e li distingue nelle forme
6k +1ebk-1

program numeri_primi_di_Leibniz; (* in un datoéntallo distinti nelle forme 6k+1 e 6k-1 *)
uses crt;
var j,a,b,y,h,k,m,xmin,xmax:longint;
risp:char;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat
ii=i+1
until x mod i = 0;
if (i=x) and (x>=xmin) and (x<=xmax) then
begin
write(x:20);
y:=1
end
else y:=0;
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end,;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln(’ Questo programma ti permette di detearg i numeri primi in un dato");
writeln(* intervallo e di distinguerli in due egforie :quelli della forma *);
writeln(* 6*k-1 e quelli della forma 6*k+1 );
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti I"estremo inferiore ( >= 6 ) défitervallo: inf = ");readln(xmin);
write('lmmetti I"estremo superiore dell'intelleasup = ');readln(xmax);
writeln;
textcolor(10);
k:=0; h:=0;
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
begin
a:= 6%-1;
b:=6*+1;
numeroprimo(a); k:=k+y;
numeroprimo(b); h:=h+y;
end;
writeln;
m:=k+h;
writeln(’'ll numero dei numeri primi da ', xmia,",xmax,’ S ,m);
writeln;
textcolor(14);
writeIn('Sono della forma 6*k-1: );
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
begin
a:= 6%-1;
numeroprimo(a);
end;
writeln;writeln;
writeln('Sono della forma 6*k+1: ");
for j:=xmin div 6 to xmax div 6 do
begin
b:= 6%+1,;
numeroprimo(b);
end;
writeln;writeln;
textcolor(12);
write('Vuoi continuare con altro intervalloS/N) *);
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.



2)
program densita_numeri_primi_e_quadrati;
uses crt;
var n,k,y,i,h:longint;
risp:char;
procedure qua(x:longint);
begin
if sqr(round(sqrt(x)))=x then
begin
rite(x:10);
=k
end
elsel:
end;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat
=i+l
until x mod i = 0;
if (i=x) and (x<=n) then
begin
vei(x:10);
y:=1
end
else y:=0;
end;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);

writeln('Questo programma ti permette di vesife che nella successione);
writeln(‘dei numeri naturali, qualunque skeskremo superiore di tale’);
writeln('successione, i numeri primi sono pumerosi rispetto ai quadrati');
writeln(‘perfetti presenti in tale successigne
writeln;
repeat

textcolor(12);

write('Immetti I"estremo dell"intervallade vuoi verificare n=");

readin(n);
textcolor(10);
h:=0;
fori:=2tondo
begin
numeroprimo(i);
if y=1 then h=l;

end;
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writeln;
writeln('l Numeri primi nell"intervallo [1;n,"] sono ',h);
h:=0;
writeln;
fori:=1tondo
begin
qua(i);
if k=1 then h=l;
end,;
writeln;

writeIn('l Numeri quadrati nell'intervalld [ ',n,'] sono ',h);
writeln;writeln;
write('Vuoi continuare inserendo un nuovaeso ? (S/N) );
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.
4)
program di_sintesi_sui_divisori_col_metodo_dell@msposizione_in_fattori_primi;
uses crt;
var n,k,b,i,y,r,p,t1,n1,s,j:longint;
a,bl,m,qg:array[1..1000] of longint;
t:boolean;
function pot(x,y:integer):integer;
begin
if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,y-1);
end;
procedure divisori(y:integer);
var i:integer;
begin
fori:=1toydo
if (y/i)=int(y/i) then write(" ',i);
end;
begin
clrscr;
textcolor(14);
writeln('Questo programma ti permette di deteargn divisori di un numero ‘);
writeln(‘naturale, la sua scomposizione in fagoimi; esso calcola il *);
writeln('il numero dei divisori e la somma di gtiedivisori col metodo delle");
writeln(‘esponenti della scomposizione. Es.: 548-3*5" il numero dei ";
writeln('suoi divisori &: (2+1)(3+1)(1+1)=24, d®2,3,1 sono gli esponenti’);
writeln('della scomposizione; mentre la sommadilgsori &: (1+2+2)(1+3™+");
writeln('$+3%)(1+5Y=1680, dove tra parentesi figurano tutte le paeie *);
writeln(‘fattori fino all"ordine indicato daé'sponente della scomposizione.");
writeln;
textcolor(2);
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write('Immetti un numero positivo : );
readin(n); n1:=n;
textcolor(12);
writeln;
write('l divisori di ',n1,' sono:");
divisori(nl);
writeln; writeln;
write('Scomposto in fattori primi risulta: ;
b:=n;
y:=0;
for k:=2 to n do

begin
t:=false;
for i:=2 to k-1 do
if k/i=int(k/i) then t:=true;
if t=false then

begin
y:=y+l;
afyl:=k;
end;
end;
write(b," =);
i:=0;
for k:=1toydo
begin
r:=0;
repeat
if (n mod a[k] = 0) then begin
r=r+1,

n:=n div a[k]; end;
until (n mod a[k] <>0) or (r=0);
if r<>0 then begin
i:=i+1;
write(a[k],"”~,r," 0 ;
qlil-=a[k];
bl[il:=r;
end;
end;
writeln;
t1:=i;
p:=1;
fork:=1toido
p:=p*(b1[k]+1);
writeln;
writeIn('ll numero dei divisori propri ed imgpri di ',n1,' sono ',p);
for k:=1totl do
begin
S:=0;
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for i:=0 to b1[k] do
s:=s+pot(q[k],i);

m[k]:=s;

end;
p:=1;
for k:=1 to t1 do

p:=p*mk];

writeln;
writeln('La somma di tutti i divisori del numetal,' € ',p);
readln;
end.

C) Aritmetica modulare ed equazione modulare.
Aritmetica modulare

A due anni dalla pubblicazione (1799) della tediattorato, Gauss pubblico la sua opera piu
famosa, un trattato scritto in latino sulla teal& numeri dal titoloDisquisitiones arithimeticae
A quest'opera si deve principalmente la terminadogie notazioni di quella branchia della
teoria dei numeri: detta Algebra delle Congruenzgitmetica modulare. La trattazione si apre
con la definizione:
“ Se un numero a é divisore della differenza tra dumeri b e c, allora b e c si dicono numeri
congrui altrimenti non congrui, e lo stesso nunmeekdene chiamato modulo. Ciascuno dei due
numeri viene detto residuo dell’altro nel primoa@a&snon residuo nel secondo caso “
La notazione adottata da Gauss era quella cheogaaaggi in uso, pertanto possiamo dare la
seguente definizione:
Def. Sianoa,b,m € N, si dice chea e congruenteab modulo mse me un divisore di 6—Db):
in simboli scriviamo:

a=b(mod m) & m|(a—>b)

Egli costrui un’algebra basata sulla relazioneagigruenzalenotata con" = “, analoga alla
comune algebra fondata sulla relazionagliaglianzadenotata con * =*.

Alcune, anche se non tutte, delle regole dell'algedydinaria possono essere estese alla nuova
algebra:

- Non vale la legge di semplificazione: in algebrdiwaria se ax = ay cor:a, allora
X =y, nell'algebra delle congruenze non € deltte e a = ay (mod m) cona 0,
allora x= y (modm) : esempio

34 =3-7(mod9) semplificando per 3 si ha=47 (mod 9) che risulta falso
La legge vale nei casi in cui a ed m sono copcioé MCD(a; m) =1
Esempio
34=16 (mod9) —» 217 =2-8(mod9) semplificando per 2 siha &
8 (mod 9) che risulta vero
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- Non vale la legge di annullamento in generaleigelara ordinaria se-y = 0, allora o
x=0
o y=0, nell’algebra delle congruenze non é ddtwse xy = 0 (modm) , allora o
X=0(modm) o0y =0 (modm): esempio
30=0(mod15) —» 6-5 =0 (mod 15) ora 6= 0 (mod 15) e 5= 0 (mod 15)

sono false.
- Nell'algebra ordinaria 'equazione lineare a x =B ammette una ed una sola
soluzione;
nell’algebra delle congruenze I'equaziane+ b = 0 (mod m) pud avere piu soluzioni
Es.

3x+12 =0(mod8) »x=4,x=8, x=12,...
4-x+3=0(mod5) » x=8,x=13,x =18,...

Proprieta relative alla congruenza modulare
Sianom, a, b, c,d € N, si verificano le seguenti relazioni:

e a=a(modm) - proprieta riflessiva

e sea=b(modm),allora b =a (modm) — proprieta simmetrica

e sea=b(modm)e b =c(modm), allora a = c (modm) — proprieta transitiva
e sea=b(modm)ec=d(modm),allora(a+c)=(b+d)(modm)

e sea=b(modm)ec=d(modm),allora(a-c)=(b-d)(modm)

Da un’analisi della definizione e delle proprietldcongruenzai nota che essa € una relazione
binaria ed inoltre € una relazione di equivalenz&l® su un suo sottoinsieme A. Pertanto
introduce in N o in A una partizione e di consequzesuddivide gli insiemi in classi di
equivalenza: se € A € un generico elemento della classe, la classe viwlicata con [3]

Def. [aln={x € A| x = a (mod m)}
Operazioni fra classi:

* [@m *+ [bln=[a+b}
* [@m - [bln=[a b]n

Equazione modulare
Def. Un’equazione del tipax = b (mod m) é detta equazione modulare.

Teorema: L'equazionewx = b (mod m) ha soluzioni se e solo se MC&(m) & un divisore di
b.

Teorema: Sax = b (mod m) ammette soluzione ex, € una soluzione, allokax =
b (mod m) ha k soluzioni distinte (man) con k = MCD (a ; m), date da
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m

L — i =0,1,2,.. k-1
MCD(a;m) @ P&°

Xi= Xo+ i*

Corollario: L'’equazioneix = 1 (mod m) ammette una soluzione se MCd;fn) = 1.
Riduzione di potenze nell’aritmetica modulare:

L’aritmetica modulare permette di determinare #toedella divisione di una potenza di base n ed
esponente il cui valore € molto grande relativdigalsorem: cioé si vuol risolvere I'equazione

n? = x (mod m)
col metodo del dimezzamento dell'esponente o agptio il Teorema di Eulero

a) Metodo del dimezzamento dell’esponente

Se n>m, allora ad n assegno r il resto della amrsidi n per m; tale da rendere la base della
congruenza modulare minore del modulo m. Quindsjmso senz’altro partire dalla relazione

n? = x (mod m)
con n < m.

- Se g e dispari, pongg = 2 - g;+ 1. Sostituisco nella congruenza, applicandodele
delle potenze :

nd = n?0*tl =n . (n?)% = x (mod m)
2 o adz . . . 2
sen”>m , sostituisco il reston; della divisione dn“ per m.

- Se g é pari, pongg = 2q, . Sostituisco nella congruenza, applicando leleedelle
potenze :

n4 = n?% = (n?)% = x (mod m)
sen”>m , sostituisco il reston; della divisione dn” per m.
ottenendo due alternative , escludendosi a vicenda:
n-nft = x (mod m) oppure  ni* = x (mod m)

Il ragionamento effettuato so® viene riformulato sur* e cosi di seguito, finché I'esponente

g-= 1. Siconsidera infine il prodotto dei variposti a fattore nel caso che gli esponenti erano
dispari con 'ultima base ad esponente 1, se taléqgito supera il modulo m si assume come
valore della x il resto della divisione di tale gatto per m. Cosi si risolve I'equazione modulare.

Esempio.

1) Facciamo un esempio che e possibile verificarel@alivisione normale fra numeri naturali:
risolvere :
37 = x (mod 17)
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Risoluzione
37=3-32=3:93=3.9.92=3.9.81=3-9-13=27-13=10-13 =130

Sostituendo nell’equazione modulare il pttal finale, si ha:
130 =x(mod17) —» x =11
Verifichiamo col metodo della divisione:
3=2187- 2187=12817 + 11 — il resto della divisione & uguale a quello
calcolato col dimezzamento della potenza: seguendlte regole delle operazioni sulle
classi di congruenza modulare.

2) Risolvere : 2*8 = x (mod 13)

Risoluzione:

248=424=1612=312=96=813=33=3_32=3_91
Sostituendo nell’'equazione modulare il prodott@ale, si ha:

27=x(mod13) —» x=1

pertanto 2*® =1 (mod 13).
Mentre nel primo esercizio avevamo la possibilitagerare direttamente con la divisione
fra numeri naturali, in questo caso la potenzasugiegran lunga il valore di una normale
calcolatrice con undici cifre: in questo conte&oitmetica modulare ci permette di
determinare il resto.

b) Metodo relativo al Teorema di Eulero:

Il Teorema di Eulero afferma:
“Se n ed m sone dumeri coprimi, alloran®™ =1 (modm) *“

Si vuole ridurre la potenzd nil cui valore di q & molto elevato, nell’equazéomodulare
n? = x (mod m)

Si calcoli la funzione euleriang(m), si dividaq pero(m): q = k - ¢(m) + r; si sostituisca
tale espressione nell'equazione modulare

nk @M+ = » (mod m)
Applicando le regole delle potenze come nella camalgebra, si ha

(n"’(m))k ‘n" =x (modm)

man®™ =1 (modm) per il teorema di Eulero, sostituendo, si ha:

(D¥-n" =x (modm)
Che é uguale an™ = x (mod m ), riducendo cosi I'esponente.

Esempio: Si voglia ridurre la potenza modular&®2 x ( mod 13 ) e calcolare il valore di x.
Risoluzione: Intanto MCD (2 ;13) = 1¢(13) = 12 ; 340 = 2812 + 4, sostituendo si ha
320: 228'12+4 — (212)28 . 24 — 128 . 24 — 24

Sostituendo nell'equazione modulare, si ha
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2* = x (mod 13)
dacui x=3.

Program Teorema_di_Eulero;
uses crt;
var prod,a,b,q,al,m,n,m1,z,pl,k,i:integer;
m2:array[1..100] of integer;
function pot(x,y:integer):integer;
begin
if y = 0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,y-1);
end;
function mcd(x,y:longint):longint;
begin
if y=0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(y,x mod y);
end;
Function fi(x:integer):integer;
var k,i:integer;
begin
k:=0;
fori:=1to x do
if med(i,x)=1 then k:=k+1;
fi.=k;
end;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln(‘Questo programma ti permette di ridurn@ayotenza modulare mediante’);
writeln('il Teorema di Eulero che dice:");
writeIn(' Se a ed n sono due numeri naturali coptia loro, alloraa®™ =1 (mod n));
writeln(' dove ¢ (n) é la funzione di Eulero.");
writeln;textcolor(12);
repeat
write('Immetti la il valore della base dell'eqiaa®e modulare a =");
readin(a);
write('Immetti la il valore del modulo dell"equaae modulare n=");
readin(n);
until med(a,n)=1,;
write('Immetti la il valore dell"esponente delljuazione modulare m =");
readln(m);
m1:=fi(n);
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writeln;textcolor(10);
writeln('La funzione fi(,n,") = ',m1,"' quindi pérteorema di Eulero *);
writeln('S verificata la seguente relazione*ajil,' 8 1 ( mod ',n,")";
b:=m div m1;
g:=m mod m1,;
writeln(a,"”~',m," =",a,"*(',m1,* b,'+',q,)Ga,”~',m1,) b,* a," q,'= (L)N,b,*,a,8,' =
a,".q);
write('riducendo cos la potenza, ma ');

al:=a;
pl:=q;
K:=0;
repeat
if p1 mod 2 = 0 then
begin
al:=sgr(al);
pl:=pl div 2;
if al>n then al:=al mod n;
end
else
begin
k:=k+1,
m2[k]:=al,;
pl:=pl-1,
end,
until p1<=0;
prod:=1;

for i:=1 to k do begin prod:=prod*m2][i];prod:=ptanod n; end,;
al:=prod mod n;

z:=al mod n;

write(a,"”~',q,= ',z,'(mod ',n,"), pertanto si ha’);

writeln;

writeln(a,"~',m,= ",z,'(mod ',n,")");

readin;

end.

Simbolo di Legendre e di Jacobi
Def. Sep € un numero primo ealé un intero, aIIorég), detto simbolo di Legendre, € uguale

e 0 seaé un multiplo dp
1 sedk € Z tale chek? = a (mod p): cioéa & un residuo quadratico (mpy
» -1 sedk € Z tale chek? = a (mod p): cioéa non & un residuo quadratico (mod
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Nel caso che cade la condizione ghe un numero primo, ma che in ogni caso sia dispar
simbolo di Legendre si chiama simbolo di Jacobr. fon creare confusione:

- Il simbolo (%) conp € N e primo viene detto di Legendre

- Il simbolo (%) conn € N e dispari viene detto di Jacobi
Proprieta del simbolo di Legendre: sono proprigig& @onsentono di velocizzare i calcoli.

5)=6)6)

2. Se a = b (mod p), allora (%)

s ()=

=

Il
N\
S
~

-1
4. Sep =1 (mod4), allora (?1) (- ==1
_ -1
Se p = 3 (mod 4), allora (—) (D) z2=-1
2 p?-1
5. Sep =107 (mod8), allora (;) (-1 & =1
2 p?-1
Sep =305 (mod 8), allora (;) (-1) s =-1

N . . a
6. Se ae dispari, aIIora(E) =1
N . a
Se aé pari, aIIora(;) =0
: i (=))
7. Se g & un numero primo > 2, allo(g) ( ) -\
P
Il simbolo di Jacobi & una generalizzazione debsilm di Legendre, che utilizza la
scomposizione in fattori primi dell’'argomento infae, visto che perde la condizione gheia
primo, ma che rimane la condizione ghsia dispari.

Sia n > 2 un numero naturale dispari: gia& p;* - py? - ps° *...-py" la sua scomposizione in
fattori primi. Per ogni numero intea il simbolo di Jacobi é:
G
br

G=6)" GG

n b1 b2 D3
a;

Dove (pi) conp; primo € il simbolo di Legendre. Si conviene '11) =

Proprieta del simbolo di Jacobi.

1) Seneé un numero primo, il simbolo di Jacobi e evidergrta uguale al simbolo di
Legendre.

2) ()e{ 1;0;1)
3) (;)=Ose(a;n)¢1



9 (%)= ()G

5 () = () ()

6) Se a = b (mod n), allora (%) = (%)
7) (%2 =1

8) (an—b) = (%) se (;n)=1

10)Se n =107 (mod 8), allora

n2-1

Sen = 3 05 (mod 8), allora %) =(-1)y s =-1

17) (Z) = () (=)

NB.

Se (%) =— 1 alloraa non € un residuo quadraticordi
a -
Se(;)—o allora (a;n)>1

Se (%) =1 allora non si puo dedurre chsia un residuo quadratico mli

Pseudoprimo di Eulero e di Eulero-Jacobi
Un numerm e detto pseudoprimo di Eulero in baseon MCD (a; n) = 1 see dispari non
primo e verifica la relazione:

n-—1

a2 =+1(modn)

Questi numem sono detti pseudoprimi perché tutti i numeri prirerificano tale relazione, in
base
al teorema di Fermat: infatti, elevando al quadrato ambo i termini della congruenza si ha

_1:2
(apT) = (+1)?2 (modp) - a? ! =1 (mod p)
Una forma piu forte della relazione precedente e
n-1

az = (%) (mod n)

Dove (%) e il simbolo di Jacobi. Sen verifica questa relazione si dice amé pseudoprimo di
Eulero-Jacobi.
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NB Ogni pseudoprimo di Eulero-Jacobi e anche pgatiicho di Eulero , ma non vale il
viceversa.

Esempio:

1) 9 & pseudo primo di Eulero in base 17 :*£71 (mod 9), ma non & pseudoprimo di
Eulero- Jacobi:(%) =-1+1.

2) 9 é pseudoprimo di Eulero-Jacobi in base 19* =1 (mod9) ; (?) =1-

19
19* = (?) (mod 9)
9 & pseudo primo di Eulero in base1®: = 1 (mod 9)

NB. Ogni pseudoprimo di Eulero & pseudoprimo dimigrma non vale il viceversa. Esistono
numeri pseudoprimi di Eulero in ogni base: tali munsono detti pseudoprimi assoluti di Eulero,
questi costituiscono un sottoinsieme dei pseuda@dsoluti di Fermat. Il piu piccolo pseudo-
primo di assoluto di Eulero & 1729, mentre quellBetmat & 561.

CRIPTOGRAFIA E SISTEMI CRIPTOGRAFICI

La criptografia dal grecgpintog ( nascosto) @papdc ( scrittura) si intende quella tecnica di “
criptare “ un messaggio, rendendolo incomprensebiitti fuorché al suo destinatario: cioe € un
modo di comunicazione scritta segreta che puo e$sta solo da chi conosce I'artificio usato,
dettochiave Si distinguono in

- Scrittura convenzionale, che consiste in frasedis® compiuto, usate
convenzionalmente con significato del tutto diverso

- Scrittura cifrata, con impiego di simboli alfanuncedi nessun significato apparente e
pertanto comprensibile esclusivamente da colorgolssono decifrarle con I'apposita
chiave.

Quest'ultima forma e tuttora la piu usata, anarvento dei computer ha ampliato 'uso di tale
scrittura dai rapporti diplomatici e militari siesteso nel campo commerciale: interscambi
aziendali, transazioni bancarie e utilizzo di codie coinvolgono ormai tutti coloro che usano
carte di credito, la rete Internet , firma elettoan ecc.

Sistemi criptografici e analisi criptografica: I'anstudia algoritmi sempre piu complessi e veloci
atti a codificare e decodificare messaggi e a ereahiavi “ sempre piu sofisticate, I'altra studia
metodi e algoritmi sofisticati atti a decodificanessaggi criptati senza la conoscenza della

“ chiave “ interpretativa, oggi costituiscono danapi di ricerca sempre piu attivi nelle
universita: in quanto la sicurezza delle informazgensibili costituisce uno degli aspetti piu
importanti delle interrelazioni fra strutture puichle e private, cosi pure I'utilizzo della firma
digitale nei documenti di interscambio. Oggisteimi piu potenti si fondano sull’utilizzo di
numeri primi con un numero di cifre elevatissimogdi la ricerca di algoritmi potenti e veloci
capaci di stabilire se un numero dispari € primo.
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PRIMALITA’

La matematica si € sempre interessata allo stuainuimeri primi, cercando di evidenziarne le
proprieta e accentuarne le differenze con gli altrneri naturali detti composti. Oggi molte di
queste caratteristiche sono ancora da formalizaraangono delle congetture.

Recentemente sono stati escogitati algoritmocieffiti” per testare se un intero positivo sia
primo. In realta, I'interesse sull’efficienza contazionale si € diffuso solo negli anni sessanta
con l'avvento dei calcolatori elettronici, ma dagxhi secoli, i matematici si sono cimentati
nella produzione di algoritmi di primalita, piu ceno veloci.

Il piu antico algoritmo capace di individuare i nerinprimi risale al 240 a.C. ed € il Crivello di
Eratostene. Questo algoritmo produce una listaudieri primi minori od uguali ad un numero
intero positivo assegnato, ma con complessita esyaale rispetto alle dimensioni dell'imput.

Il XVII secolo segnha un passo avanti nella ricegcazie al piccolo Teorema di Fermat. I
Teorema dimostro una proprieta per tutti i numerp valida anche per alcuni numeri
composti ( detti di Carmichael), fornendo lo strumeeteorico per costruire il primo algoritmo
probabilistico della storia: il test di pseudoprlitéadi Fermat.

Nel 1975 Diffie ed Hellman presentarono una nuaittografia, basata su crittosistemi a chiave
pubblica, che anziché usare una stessa chiavetémada segreta) da due interlocutori per
codificare e decodificare le informazioni, preveaele chiavi distinte, una per la codifica
(chiave pubblica) ed una per la decodifica ( chiprreata e segreta). La chiave privata non
poteva essere calcolata “ facilmente” a partiréadatiave pubblica, pertanto solo il possessore
della chiave privata era in grado di decodificar@eformazioni.

Nel 1978 questo sistema trova la sua applicaziealker Infatti R.Rivest, A.Shamir e L Helmann,
tre ricercatori americani del MIT, hanno saputo lenpentare tale logica utilizzando particolari
proprieta formali dei numeri primi con alcune ceata di cifre. L’algoritmo da loro inventato,
denominato RSA dalle iniziali dei loro cognomi, n@sicuro da un punto di vista matematico
teorico, in quanto esiste la possibilita che trarfdatconoscenza della chiave pubblica si possa
decriptare un messaggio, ma I'enorme mole di ceécbénorme dispendio di tempo necessario
per trovare la soluzione, fa di questo algoritmcistema affidabile. Tale algoritmo si fonda sul
prodotto di due numeri primi con un numero di cétevatissimo: tale prodotto costituisce la
chiave pubblica. Con tale chiave pubblica vengoasmessi i messaggi, chi conosce i due
numeri primi ,che costituiscono la chiave privatao decriptare e quindi accedere al messaggio .
L’applicazione pratica di questa teoria incentiwsd dei numeri primi: basti pensare che la
robustezza della codice crittografico RSA traeiagglalla difficolta nel fattorizzare un numero,
di cui si sa essere il prodotto di due numeri primi

Quindi stabilire se un numero é primo o compostitilé per la crittografia, quanto per la
crittoanalisi. Piu la risposa di un algoritmo dinpalita e veloce, piu I'RSA e altri crittosistemi
diventano vulnerabili. Cosi nello stesso periodgsaono algoritmi probabilistici polinomiali
come l'algoritmo Di Solovay-Strassen ( 1975) editmo di Miller-Rabin (1976)

Gli ultimi decenni vedono il proliferarsi di algtmi sempre piu veloci, tanto da far avanzare
I'ipotesi che si possa costruire un algoritmo deiarstico e contemporaneamente polinomiale.
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Nel 2002 Agrawal-Kayal_Saxena codificano un algooitdeterministico polinomiale e lo
diffondono con un articolo “PRIMES in P” che cogtiti la base da cui inizia una successione di
miglioramenti che ad oggi ha fornito i piu potehfiest di Primalita”.

Portiamo qui un esempio di come eseguire una siiula di codifica e decodifica di un
messaggio mediante RSA tra due interlocutori, dietstinatario e mittente. Intanto questi due
interlocutori si mettono d’accordo (pubblicamerdaehediante pubblicazione su un giornale
oppure su un sito internet accessibile, ecc.) suedpasformare i messaggi in sequenze di
numeri ciascun di lunghezza prefissatarnsiano di questi numeri.
Destinatario: Questi prepara la chiave di decifrazione, che istegella scelta di due numeri
primi che andra a moltiplicare: sianq 1237 e p= 13 i due numeri primi, il loro prodotto e il
numeron = 16081. Tale numenosara poi reso pubblico dallo stesso destinatario.
Successivamente sempre il destinatario calcolanaziéneg (n) di Eulero :

9(16081) = (1237 — 1)(13 — 1) = 14832.

E sceglie un numero h tale che MCD §lG16081)) = 1 : sia h = 7; inoltre calcola un valore
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numerico d tale ché - h = 1 (mod ¢(16081)) : d = 2119. Tale numero h costituisce il secondo
numero pubblico reso dal destinatario. Costituiscoumeri strettamente segreti i numei , p
p. d e ¢(16081): d costituisce la chiave di decodifica.

Il destinatario in definitiva ha preparato la shéage d di decodifica, comunicando
pubblicamente a tutti coloro che vogliono scrivergimodo riservato i due numeri n e h.

Mittente : Questi vuole mandare al destinatario il messaggie 12 =*“ Sto male non vengo,
contraffai la mia firma digitale usando il mio codi“ . Questi cripta tale messaggio calcolando
mh =127 = 3340 (mod 16081 )

Il mittente comunica pubblicamente al destinatdnmessaggio 3340, che nessuno € in grado di
decodificare, tranne il destinatario che € in pssgelella chiave d = 2119.

Quando il destinatario riceve il messaggio 334@stjcalcola il valore x dell’equazione
modulare 3340211° = x (mod 16081) , ottenendo come valore proprio il numero 12ia cu
corrisponde I'espressione concordata precedentement

La riduzione dell'ultima potenza viene effettuatanda regola del dimezzamento dell’esponente
e la fattorizzazione come esposto precedentemehf@imo capitolo

Program RSA;

uses crt;

var x,x1,y,yl1,z,z1,d,h,p1,p2,mo,c,el:longint;
d1:real;
m:array[1..10] of char;
risp:char;

procedure parola;
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var j.integer;
x:char;
begin
write('Componi con tre lettere dell"alfabetomessaggio: );
for j:=1to 3 do
begin
read(x);
mlj]:=x;
end;
write('ll messaggio letterale S : *);
for j:=1 to 3 do begin textcolor(11);write(mTj], );end;
delay(1000);
writeln;
writeln('ll calcolatore trasforma tale messaggi sequenza numerica : ');
writeln(* (',ORD(m[1])," ; ,ORD(m[2])," ; ,RD(M[3]),") ");
end;

Function mcd(e,f:longint):longint;
begin
if f=0 then mcd:=e
else mcd:=mcd(f,e mod f);
end,;

Function fi(e:longint):longint;
var k,w:longint;
begin
k:=0;
for w:=1to e do
if mcd(e,w) = 1 then k:=k+1;
fi.:=k;
end,;

Function TeoEule(a,n,m:longint):longint;
var al,prod,i,r,t,q,b,m1:longint;
m2:array[1..100] of longint;

begin
m1:=fi(n);
b:=m div m1;
g:=m mod m1,;
al:=a;
r=q;
t:=0;
repeat
if rmod 2 =0 then
begin
al:=sqr(al);
r:=r div 2;
if al>n then al:=al nmod
end
else

begin
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t=t+1;
m2[t]:=al;
r=r-1;
end;
until r <=0;
prod:=1;
fori:=1totdo
begin

prod:=prod*m2]i];
prod:=prod mod n;
end,

al:=prod mod n;

TeoEule:=al mod n;
end,;

begin

clrscr;
writeIn(" Questo programma ti simula il codiegtografico RSA );
writeln;
textcolor(10);
write(" Immetti due numeri primi : ");readin(p2);
mo:=pl*p2;
writeln(* Primo numero pubblico n =',mo);
el:=fi(mo);
Write('Scegli il fattore h (<pl e <p2) e rendtobblico ");readin(h);
c:=0;
repeat

d1:=(1+c*el)/h;

c:=c+1,
until d1=int(d1);
d:=round(dl);
textcolor(14);
parola;
writeln;
textcolor(12);
writeln ('Successivamente lo Cripta e lo spedisce
x:=TeoEule(ord(m[1]),mo,d);
y:= TeoEule(ord(m[2]),mo,d);
z:= TeoEule(ord(m[3]),mo,d);
textcolor(6); writeln;
writeln("Messaggio criptato S la sequenza ((.*,z,")");writeln;
textcolor(15);
Writeln("'Tale maessaggio criptato, sotto formaetjuenza numerica, viaggia ");
writeln(‘pubblicamente e viene ricevuto dal destiario che lo decripta con’);
writeln('la chiave segreta d (=',d,") ed il mamplbblico (', mo,"):";
writeIn('NB. Sono pure segreti i due numeri pritypl,’;',p2,") che determinano );
writeln('il modulo pubblico assieme alla funzéoeuleriana fi(n) = ',fi(mo),". ");
x1:= TeoEule(x,mo,h);

yl:= TeoEule(y,mo,h);

z1:= TeoEule(z,mo,h);
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textcolor(11);
writeln;
writeln("Messaggio ricevuto decriptato S (,%¥1,"',z1,)");
write('A cui corriponde il messaggio letteralg :
textcolor(14);
write(m[1]," ', m[2]," ",m[3]);
writeln;writeln;
textcolor(15);
repeat until keypressed,;
end.

NB. Per I'esecuzione del programma in tempi breebssigliano i seguenti valori:
R=29, p=17 ,h=13 e d=69
R=37, p=29 ,h=11 e d=275
R=53, p=47 ,h=29 e d=165
R=67, p=59 ,h=19 e d=403
R=97, p=61 ,h=7 e d=823

TEST DI PRIMALITA’

Un test di primalita e un algoritmo che permettgatificare se un numero dispari € primo o
composto. Il primo di questi € il crivello di Eratene valido per numeri naturali dell’ordine di
10°. Esso consiste nell’eliminare dalla sequenza deieri naturali quei numeri che ammettono
divisori propri: cioé il MCD fra il numera e tutti i numeri inferiori a inin ) & diverso da 1. Se
il numeron & dell’ordine di 100 superiore I'algoritmo del crivello diventa alqaafaborioso.

Un altro € il piccolo Teorema di Fermat, che affarngualunque si la basela relazione

a™ ! =1 (mod m) & verificata da tutti i numeri primi “. Il difeitdi questo teorema sta nel
fatto che non vale il suo teorema inverso: infagistono numeri non primi che verificano la
relazione per qualunque valore della badali numeri sono i numeri di Carmichael. Anche il
teorema di Fermat é laborioso dovendo svolgerengetd’ordine elevato.

Teorema di Fermat: Sp € &, allora a? = a (mod p) . Sep € coprimo cora, allora
aP~! =1 (mod p)

NB. Nel teorema di Fermat la condizione gh&a primo € una condizione necessaria ma non e

sufficiente: cioe se € vera?~! = 1 (mod p) non € detto chp sia un numero primo. Fu Gauss

ha dare significativita al teorema di Fermat: itifa¢lle “ disquisitiones” egli afferma che, dopo

aver dimostrato la costruibilitd del poligono regyel con riga e compasso di 17 lati, un poligogolae

di n lati poteva essere costruito con gli strumentlidei se e soltanto se il numero n era dehan&o
N="2p P2 ..." Pn

dove m & un numero intero positivo qualsiasigpo numeri primi di Fermat diversi tra loro.

Il Piccolo Teorema di Fermat afferma , come abbiai®itto:
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* Se p & un numero primo ed a & un numero nasibiile da p ,allora * -1 & divisibile per p’ *

Questo teorema per quanti tentativi siano statfirfian e stato mai falsificato, tuttavia sono statie
delle generalizzazioni, tra queste quella chetssti all’attenzione dei matematici e:

‘ Se p ed a sono numeri interi positivi, esistaiegli p, che dividono’a- a, qualunque sia a.

Questa generalizzazione fa cadere le ipotesi deFErmat.

Se p e primo e a soddisfa I"ipotesi del teoremBeatmat, I'enunciato di questo teorema € veriticda
p.

Se p non & primo ed a qualunque e p dividea allora a p si da nome di numero pseudoprimo o
numero di Carmichael. Nell'insieme dei numeri naliuali numeri pseudoprimo sono “rari”, tuttavia
stato dimostrato recentemente ( 1992 ) da tre nateimamericani che I'insieme di tali numeri harlao
potenza del numerabile: cioé sono infiniti. | pritm@ numeri pseudoprimo sono 561, 1105, 1729 ,

Questo algoritmo ci permette di verificare il pitzdeorema di Fermat :
- Siaala base della potenzgeun numero primo con
- 1<a<p
- MCD(a;p)=1: cioé a coprimo conp

Sotto queste condizioni vale la seguente relaziom& ! = 1 (mod p ).

a) Prima versione:

program Piccolo_teorema_di_Fermat;
{$N+}
uses crt;
var a,p,pl,q,t:longint;
s:extended,;
risp:char;
function mcd(x,y:longint):longint;
begin
if y=0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(y,x mod y);
end,;
function primo(x:longint):longint;
var i,k: integer;
begin
k:=0;
fori:=1to x div2 do
if x mod i = 0 then k:=i;
if k=1 then primo:=x;
end,
function pot1(x,y:longint):real,
begin
potl:=exp(y*In(x));
end;
function pot(x,y:longint):longint;
begin
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if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,y-1);
end;
procedure immissione;
begin
textcolor(12+blink);
gotoxy(5,22);write('Attento a non mettere valdirp tali che a’*(p-1) sia > 2*32-1");
gotoxy(1,8);
textcolor(15);
write('Immetti il valore della base a =");readij(
repeat
write('Immetti il valore dell"esponente p = "pdn(p);
until (p>1) and (potl(a,p-1)<2147483647);
if p=primo(p) then writeln(p,’ € un numero primo’)
if mcd(a,p)=1 then writeln(a,’ non é divisibilerpg);
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(10);
gotoxy(10,2);writeln('Piccolo TEOREMA DI FERMAT")
GOTOXY(5,4);writeln('Se p € un numero primo eel @an numero non divisibile da p";
gotoxy(5,5);writeln(" allora  a®(p-1) - 1e divisibile per p ;
writeln;
immissione;
pl:=p;
if (p=primo(p)) and (mcd(a,p)=1) then
if ((pot(a,p-1)-1)-p*int((pot(a,p-1)-1)/pR> 0 then writeln('ll teoremma di Fermat non éfieato’)
else writ@ll teoremma di Fermat é verificato’)
else
begin
if p<>primo(p) thevriteln(p,’ non & un numero primo ') else
if (mcd(a,p)y then writeln(a,' non & primo con ',p);
writeln(e.quindi il teorema di Fermat non vale ');
end;
writeln;
s:= pot(a,p-1);
writeln(Infatti ,a,"~,p1-1," - 1 = ',round(4)- valore che diviso per ',pl,' d... resto ' (rdisid) mod
pl);
g:=(round(s)-1) div p ; t:= (round(s)-1) mod p;
writeln(’ cioe : ',round(s)-1,'="q, x ',p,",t);
readin;
write("Vuoi ripetere con altri numeri ? (S/N): ");
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.
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b) Seconda versione:

program potenza_modulare;
uses crt;
var a,al,p,pl,b,prod,k,i,d,y:longint;
m:array[1..1000] of longint;
function mcd(x,y:longint):longint;
begin
if y=0 then mcd:=x
else mcd:=mcd(y,x mod y);
end,;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
i:=1;
repeat i:=i+1 until x mod i = 0;
if (i=x)
then begin y:=1 end
else y:=0;
end;
30
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeIn('Questo programma ti permette di verifecd piccolo teorema di Fermat');
writeln(‘ed inoltre ti fa notare che esistono wemeri che pur verificando il ');
writeln(‘teorema non sono primi ‘);
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti la base a =");readin(a);
al:=a;
write('Immetti il fattore modulare (>a) : p =r§adin(p);
d:=mcd(p,a);
numeroprimo(p);
if y=1 then
begin
writeln(p,' € un numero primo e MCD = (',al,),p ',d);
writeln('Verifica il piccolo teorema di Fermay; '
end
else
begin
writeln(p,'non € un numero primo e MCD aX},;',p,") =",d);
writeIn('Non verifica il piccolo teorema di Fermmeno che MCD=1 ed il *);
writeln('numero p € un numero pseudoprimo fortebole che sia’)
end;
pl:=p-1;
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K:=0;
repeat
if p1 mod 2 = 0 then
begin
a:=sqr(a);
pl:=pl div 2;
if a>p then a:=a mod p;
end
else
begin
k:=k+1;
m[Kk]:=a;
pl:=pl-1;
end;
until p1<=0;
prod:=1;
for i:=1 to k do begin prod:=prod*m([i];prod:=prodod p; end;
b:=prod mod p;
writeln(’ .al,"”~,p-1=',b,'(mod ',p,")";

if (y<>1) and (d=1) and (b=1) then writeln(p,u® numero pseudoprimo nella base ',al);
readin;
end.

Non vale il viceversa: cioe se vale la relaziafe! =1 (modp),conl <a<pe
MCD(a;p) =1, non é detto che il modufosia un numero primo.

L’aritmetica modulare ci permette di ridurre lafitiblta di calcolo per potenze ad esponente
elevato

1. Sia 2 la base della potenza e sia 29 il numenaop( 1 <2 <29eMCD(2;29) =
1),
verificare che vale la relazione:
228 =1 (mod 29)
Risolviamo I'equazione:
228 = x (mod 29)

228 =41 =167 =16-16° = 16 - 2563 = 16243 = 16- 24 - 24? = 384 - 576
=7-25
Sostituendo nell’equazione modulagaddotto finale, si ha:
175=x(mod29) - x =1
Quindi e verificato il Teorema di Fetma

2. Sia 2 la base della potenza e sia 341 (2 < 341 eMCD( 2;341) = 1), controlliamo
la relazione del Teorema di Fermat
2340 =1 (mod 341)
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Risolviamo I'equazione
2340 = x (mod 341)
2340 = 4170 = 1685 = 16 - 16%* = 16 - 256*? = 16 - 6553621
=16-64%* = 16 - 64 - 6420 = 1024 - 4096'° = 1-410 = 16° =
16 -16* = 16 - 256% = 16 - 65536 = 16 - 64 = 1024

Sostituendo nell’equazione modulagaddotto finale, si ha:
1024 =1(mod341) - x =1
Il numero 341 verifica il Teorema di Fermat. Maiimero 341 (= 1131) € un numero
composto: quindi se vale la relaziam& ! =1 (modp),conl<a<pe

MCD(a;p) =1, non é detto che il modufposia un numero primo

Def. Tutti i numeri naturali che verificano il Tena di Fermat ma non sono primi si
diconopseudoprimaella basen

Il numero 341 dell’esempio 2) &€ uno pseudoprimdarighse 2
Controlliamo la relazione del Teorema di Fermat@@nper il numero 341, questa volta
con la base 13:

13340 = 1 (mod 341)
Risolviamo I'equazione
13340 = x (mod 341)
13340 = 16917° = 285618% = 258 - 25884 = 258 - 66564*% = 258 - 69*% =

= 258-4761?! = 258-328-328%° = 84624 - 1075841° = 56 - 1691° = 56 - 28561°

56 - 258+ 258% = 14448 - 665642 = 126 - 69% = 126 - 4761 = 126 - 328 = 41328

Sostituendo nell’equazione modulagaddotto finale, si ha:
41328 =67 (mod341) > x #1
Il numero 341 non verifica il Teoremaermat: infatti il numero 341 (=18B1) é un
numero composto.
Il numero 341 per alcune basi verificeeorema di Fermat senza essere primo, in altre
basi non verifica il teorema di Ferrnahfermando il teorema.
| numeri pseudoprimo si distinguono in pseudo praeboli e pseudoprimo forti:

Def. Sono numeri pseudoprimo deboli quei numetiiraditche verificano il Teorema di
Fermat per alcune basi; mentre sono pseudopriniagfeelli che verificano il Teorema

di Fermat qualunque sia la base della relazione.

| numeri pseudoprimo forti sono detti di Carmichael
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Numeri di Carmichael:

In teoria dei numeri un numero di Carmichael € umero naturale compostoche soddisfa la
congruenza:
a™ ! = 1(mod n)

per tutti i numeri naturala che sono primi con, prendono nhome da Robert Carmichael.

Il piccolo teorema di Fermat afferma che tutti mmri primi hanno quella proprieta. In questo
senso i numeri di Carmichael sono simili ai nunpeimi. | numeri che per qualche valoreadi
soddisfano tale relazione sono chiamati pseudoghiRermat rispetto alla baseSiccome i
numeri di Carmichael soddisfano la relazione qugliensia la base purché coprimo coBssi

si chiamano pseudoprimi assoluti di Fermat.

I numeri di Carmichael rivestono un’importanza wole perché passano in ogni caso il test di
primalita di Fermat pur essendo composti. L'esizdedh tali numeri impedisce di utilizzare il
test di Fermat per certificare la primalita di wumrero, mentre puo essere utilizzato per
dimostrare che un numero € composto.

Una definizione alternativa ed equivalente dei arrdi Carmichael e fornita dal seguente
teorema di Korselt:

Teorema: Un intero positivoe un numero di Carmichael se e solm &eprivo di quadrati, e per
ogni divisore primo dp di n, € vero chg@ — 1 € un divisore di— 1.

Corollario: Tutti i numeri di Carmichael sono dispa

Nel 1899 Korselt fu il primo ad osservare questgppeta, ma non riusci a trovare un esempio.
Nel 1910 Robert Daniel Carmichael trovo il piu mikcnumero con questa proprieta, 561,
legando cosi il suo nome a questi numeri.

E’ stato dimostrato che i numeri di Carmichael ssendo rari nella sequenza dei naturali essi
sono infiniti.

Prima versione

program Numeri_di_Carmichael;
uses crt;
var i,j,k,p,a,s,y,b,q,l,w:longint;
m,n,r:array[1..1000] of longint;
risp:char;
procedure numero(v:longint);
var n,r:longint;

begin
k:=0 ;
for n:=v downto 1 do
begin
r:=v mod n;

if r =0 then
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begin
k:=k+1;
m[K]:=dw n;
end;
end;
end;
procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin
ii=1;
repeat
ii=i+l

until x mod i = 0;
if (i=x) theny:=1

else y:=0;
end;
begin
textbackground(1);
repeat
clrscr;

textcolor(15);

writeln('Questo programma verifica se un etmmaturale assegnato’);
writeln('e un Numero di Carmichael');

writeln;

textcolor(12);

write('Inserisci un numero intero positive §;readin(a);
textcolor(10);

numero(a);

writeln('l divisori di ',a,' sono: ‘);

for j:=1 to k do write(m[j]:8);

writeln;

s:=0;

writeln('l divisori primi sono: ‘);

for j:=2 to k do

begin
b:=m[j];
numeroprimo(b);
if y=1 then
begin
S:=s+1,;
n[s]:=b;
write(b:5);
end;
end;
writeln;
p:=0; w:=0;

for i:=2 to k-1 do



if (@ mod sqgr(m[i])) = 0 then w:=w+1;

forj:=1to s do

if (((a-1) mod (n[j]-1)) <> 0) then p:#f;
if (p = 0) and (w = 0) and (a <> n[j]) then ve&,' & un numero di Carmichael;")
else write(a,' non & umewo di Carmichael;’);
gotoxy(3,20);write('Vuoi continuare la vergiénserendo un altro numero ? (S/N) 9;

readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.

Seconda versione

program Numeri_di_Carmichael,
uses crt;

var i,j,k,p,a,s,y,b,q,l,w,e,xmin,xmax,z:longint;

m,n,r:array[1..1000] of longint;
risp:char;
procedure car(d:longint);
procedure numero(v:longint);
var n,r:longint;
begin
k:=0 ;
for n:=v downto 1 do
begin
r:=v mod n;
if r = 0 then
begin
k:=k+1;
m[K]:= v div n;
end,;
end;
end,;

procedure numeroprimo(x:longint);

var i:longint;
begin
ii=1;
repeat
i:=i+1
until x mod i = 0;
if (i=x) theny:=1
else y:=0;
end;
begin
a:=d,
numero(a);
S:=0;
for j:=2 to k do
begin

123
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b:=m[j];

numeroprimo(b);

if y=1 then

begin
S:=s+1,;
n[s]:=b;
end;
end;
end;
begin
textbackground(1);
repeat

clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma determina i nurdefCarmichael in un intervallo');
writeln(* di numeri naturali assegnato, sisteno.");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti I" estremo inferiore defitervallo: inf = ');readIn(xmin);
write('Immetti I"estremo superiore deltérvallo : sup = ");readin(xmax);
writeln;
textcolor(29);
gotoxy(3,7);writeln(‘Attendere prego, stelarando !! ";
textcolor(12);

writeln;
for e:=xmin to xmax do
begin
car(e);
p:=0; w:=0;
fori:=2to k do
iff@od sqr(mli])) = O then w:=w+1;
forj:=1to s do
if#€l) mod (n[j]-1)) <> 0) then p:=p+1;
if (p = 0) and (w y¥d&nd (a <> n[j] )then
writeln (a," € un numerdddirmichael;’);
end;
gotoxy(3,7);write("  Fine ricerca ;

gotoxy(3,20);write("Vuoi continuare in unralintervallo ? (S/N) ;
readin(risp);
until (risp="n") or (risp="N");
end.

NB Tutti i Test di Primalita fondati sul teoremakgrmat vengono fatti fallire dai numeri di
Carmichael.
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Un test che risolve il problema dei numeri di Cimtmael € quello di Solovay-Strassen. Esso
consiste:

“ Sian un intero dispari, si scelgano delle bagi maniera casuale, si controlla se vale:

n—-1

az = (%) (mod n) con(%) il simbolo di Jacobi

Se troviamo ura per cui tale congruenza non é verificata alloreon € pseudoprimo di Eulero
rispetto adch e quindi non e primo. “

Da questo teorema si puo costruire il test di plitana

1) Assegnare ad un valore dispari

2) Scegliere a caso un valotee [2;n — 1] come base
n—1

3) Calcolarea z e (5)

n

"1 g
4) Controllare sea 2 = (;) (mod n)

Se tale congruenza é falsa allora concluderan@&eomposto, se invece la congruenza vale si
torna la punto 2). L’'esecuzione dell’algoritmo témmquando si € provato che& composto
oppure dopo che sono state fatte k scelte al @)ntaove k € il numero di basi da estrarre
casualmente). Se l'algoritmo non termina dichiacadiden € composto, si ha cimeo e primo o

e pseudoprimo di Eulero nelle k-basi testate endijjla probabilita che sia primo € maggiore

. 1
di 1 —;.

Program SOLOVAY-STRASSEN ;
{$N+}
uses crt;
var n,k,h,i,p,b:longint;
g.,a,c,d:extended,;
risp:char;
function pot(x:extended; y:longint):extended;
begin
if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,(y-1));
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
randomize;
writeln(' TEST DI PRIMALITA" DI SOLUAY-STRASSEN );
writeln('Questo programma ti permette di stabi(ientro i margini del’);
writeln('simulatore matematico installato nel guiter ) se un numero é primo’);
writeln(‘col metodo di Solovay-Strassen, fondsubcalcolo delle probabilita;’);
writeln(‘con estrazione a caso delle basi deltamza a™[(n-1)/2]. );
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writeln;
textcolor(12);
write('lmmetti un numero intero positivo dispésr 43): n = ‘);readIn(n);
write('lmmetti il numero di estrazioni delle basisuali da 2 al 10: *);
readin(p);
writeln;
textcolor(10);
k:=0; h:=0;
fori:=1to p do
begin
a:=random(8)+2.0;
b:=(n-1) div 2;
c:=pot(a,b);
d:=((c/n-int(c/n))*n) ;
if ((0.99<d) and (d<1.11)) or (((n-1.11)<d) amtk(n-0.99))) then k:=k+1
else h:=h+1;
end;
writeln;
g:=1.0 - 1/pot(2,k);
if h<k then write(n,' probabilmente & un numprimo con probabilita > ',q:5:5)
else writeln(n," € un numero composto *);
writeln; writeln;
textcolor(14);
write('Vuoi continuare con altro numero dispa(SN) : );
readin(risp);
until (risp="n") or ( risp='N’);
end.

Un altro test probabilistico che risolve il profla dei numeri diCarmichael &€ quello escogitatoddai
matematici americani Miller e Rabin .

Program Miller_Rabin;
{$N+}
uses crt;
var a,s,x,m,i,j,mo,mol,vo,qg:longint;
p:array[1..100] of longint;
k,k1l:extended;
t:boolean;
function pot(x,y:longint):extended,;
begin
if y=0 then pot:=1
else pot:=x*pot(x,y-1);
end;
Procedure riduzion(al:longint);
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var k2,icinteger;

begin
k2:=0;
for i:=1 to mol do
begin
repeat
if mol mod 2 = 0 then
begin
mol:=mol div 2;
al:=sgr(al);
if al>m then al:=al mod m;
end
else
begin
k2:=k2+1;
mol:=mol-1;
p[k2]:=al,
end;
until mo1<=0;
end;
x:=1,
for i:=1 to k2 do begin x:=x*p[i];x:=x mod mne;
end;

function Test(n:longint):boolean;
var w:extended;
begin
test:=true;
xX:=x mod n;
if x = 1 then begin test:=false; end
else
begin
j:=0;
repeat
if x = n-1 then test:=false
else x:=sqr(x) mod n;
=t
until j>vo-1;
end,;
end;
begin
clrscr;
gotoxy(2,3);
writeln('Questo programma ti permette di deteargria primalita di un numero’);
writeln(‘naturale dispari col metodo di Muller{5ta);
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writeln;

randomize;

repeat

write('Immetti un numero dispari m = ");readln(m)
until m mod 2 <> 0;

fori:=1to mdo

begin
k:=pot(2,i);
for j:=1to m do
begin
k1:=k*j;
if ((m - 1)=k1) and (j mod 2 <>0) then
begin
mo:=j;
VO:=i;
end;
end,
end,

writeln(m - 1,' = 2"',vo," * ,mo,"' : dove mo,mo,' e vo ="'v0,' e X = a™mo mod m con a
random (< m)");
s:=0; q:=0;
for i:=1 to 100 do
begin
mol:=mo;
a:=random(m-1)+1;
riduzion(a);
if test(m)=true then s:=s+1
else q:=q+1,;
end,;
if g>s then write(m," € primo")
else write(m," € composto");
readlin;
end.

Numeri di Perrin

Def. Si dice successiorie;);cy = P (i) di numeri di Perrinla sequenza di numeri interi positivi
definita ricorsivamente dalla seguente leggge ahéxzione:

P(0) = 3
P(1) =0
P(2) =2

P(n) =P(n—2)+P(n—-3)
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Tale successione si congettura sia un interes3astali primalita come é stato indicato dal
matematico Lucas: infatti se€ un numero primo esso divide P(n); tuttavia @@tato ancora
dimostrato che tale proprieta sia invertibile, ansb fino ad oggi non si é trovato alcun numero
divisore dei numeri di Perrin che non sia primo.

Program Perrin;
{$N+}
uses crt;
var i,j,k,sup,r:longint;
m:array[1..1000] of longint;
w,wl,w2:real;
risp:char;
procedure primo(x:longint);
var i:longint;
s:boolean;
begin
s:=false; k:=0;
fori:=1to x do
if (x/i)=int(x/i) then begin s:=true; end
else
if s=false then k:=k+1;
end;
function su(x:longint):longint;
begin
if x=0 then su:=3
else
if x=1 then su:=0
else
if x=2 then su:=2
else su:=su(x-2)+su(x-3);
end;
begin
repeat
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(11);
writeln('Questo programma ti permette di defaare la successione di numeri di Perrin’);
writeln(‘definti dalla seguente legge di rsione:’);

writeln(’ P(0)=3; )
writeln(’ P(1)=0";
writeln(’ P(2)=2";
writeln(’ P(n)=P(nR}n-3) ");

writeln('Inoltre ti verifica che se n é printaJe numero divide P(n); cosi pure verifi-";
writeln(‘ca che il rapporto di un termine dedluccessione con il suo precedente tende );
writeln('alla soluzione reale dell"equaziaubica: x*3 - x -1 =0");
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textcolor(12);
write('Immetti I"estremo superiore n delténvallo di naturali: ");readIn(sup);
primo(sup);

ji=-1;
fori:=0to sup do

begin

j =i+

m[j] := su(i);

end;

for i:=0 to j do write(m[i]:10);
writeln;
writeln(j,'-----> ",m[j]);
writeln;

write(' Prima verifica: ');
if k = 0 then begin if (m[j] mod (j)= 0) then vi®(m[j],'/',j," = ', m[j] div (j))
else write(m[j],' non é divisibile pg); end,;
writeln;
writeln('Seconda verifica: ");
write(m([j],"/",m[j-1],' = ");
write(m[j}/m[j-1]:3:18);
writeln;
writeln('La soluzione, applicando le formule dir@ano, data dal calcolatore €");
wl:=exp(1/3*In(0.5+sqrt(sqr(0.5)-1/3*sqgr(1/3))))
w2:=exp(1/3*In(0.5-sqrt(sqr(0.5)-1/3*sqr(1/3))))
wi=wl+w2;
writeln(’ w:3:18);
write("Vuoi continuare con un altro estremo ‘detervallo ? (S/N) ');
readin(risp);
until (risp="n") or (risp='N’);
end.

Qui si espongono alcuni programmi strettamente connessi con laricerca di numeri primi
molto grandi.

Numeri di Cullen
Def. | numeri interi positivim della formam = n - 2™ + 1 sono detti numeri di Cullen.

Tra gli infiniti numeri di Cullen ci sono dei numrimi, detti numeri primi di Cullen.
| primi valori di n che rendono primi i numeri dulen sono:
1,141, 4713, 5795, 6611, 18496, ...
Tali numeri primi, essendo come grandezza supetitordine di 10744, eccedono i normali simu-
latori matematici dei normali computers; pertamsaltano molto difficili da calcolare.
I numeri naturali che generano i primi due nurpeirni nella successione n
di Cullen sono 1 e 141: a questo corrisponde
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p = 39305063412410223887034555427371542904833
Nel 2009 il pit alto numero n che genera un monpeimo € n=6679881; tale numero primo p
costituito da 2010852 cifre. Tale numero e ststoperto da Magnus Bergman nell*ambito del pro-
getto di calcolo distribuito PrimeGrid.

program numeri_di_Cullen;
{$N+}
uses crt;
var b,bb:longint;
a,inf,sup:integer;
function pot(x:integer;y:integer):longint;
begin
if y=0 then pot:=1
else if y > 0 then
pot:=x*pot(x,y-1);
end;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma ti permette di deteargn numeri naturali p di *);
writeln('Cullen: cioé numeri naturali del tipcem*2°n + 1 );
writeln;
textcolor(12);
write(' Immetti I"estremo inferiore ( >= 0 ) tabtervallo : ');readIn(inf);
write(' Immetti I"estremo superiore ( <= 26)Itiatervallo : );readln(sup);
a:=inf;
textcolor(10);
repeat
b:=pot(2,a);
bb:=a*b+1;
if (a>=inf) and ( a <= 13) then begin gotoxy@+8);write(a,”) ',bb);end;
if (&>13) and ( a <= sup ) then begin gotoxy#46);write(a,") ',bb);end;

a:=a+l;
until a>sup;
readin;
Clrscr,;
writeIn(* | numeri di Cullen che sono anchenprvengono chiamati °);
writeln(’ NUMERI PRIMI DI CLLEN ;
writeln(* | primi valori di n che rendono primnumeri di Cullen sono:’);
writeln(’ 1,141,4713, 5795, 6618496, ... ");

writeln(* Tali numeri primi, essendo come grarmeguperiori all"ordine di 10744,";
writeln(* eccedono i normali simulatori matematiei normali computers; pertanto’);
writeln(’ risultano molto difficili da calcolare. ;

writeln(' | numeri naturali che generano i priditie numeri primi nella successione n';
writeln(’ di Culle sono 1 e 141: a questo cowigge ');
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writeln(’ p = 39305063412410223286956 BBEH427371542904833');
writeln(' Nel 2009 il piu alto numero n che geaen numero primo € n=6679881;";
writeln(’ tale numero primo p é costituito da @8%2 cifre. Tale numero é stato’);
writeln(* scoperto da Magnus Bergman nell"ambebprogetto di calcolo distribuito');
writeln(’ PrimeGrid";
readin;

end.

Proprieta dei numeri di Cullen.
Un numero di Cullen g€ divisibile per p = 2n-1 se p € un numero priratbadforma p=8k-3.
Inoltre grazie al Piccolo Teorema di Fermat sappiahe p € un numero dispari, pertanto ne
segue che p divide anche,f per ogni m(k)=(2— K)(p - 1) — k per ogni k positivo.
E’ stato dimostrato che p divide il nume?g:: , quando il simbolo di Jaco()f) = —1

2

mentre divideCsp-1 , quando il simbolo di Jaco@)zﬂ
2

Numeri di Bell

Def. Si chiamano numeri di Bell i numeri della parcolonna della matrice triangolare inferiore
10 0 O 0 0 0
1 2 0 O 0 0 0
2 3 5 0 0 0 0
5 7 10 15 O 0 0
15 20 27 37 52 0 0
52 67 87 114 151 203 O

Pertanto la successione dei numeri di Bell é eostida 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203 ,...

Tra gli infiniti numeri di Bell ci sono dei numegprimi, detti numeri primi di Bell.

Se corB, indichiamo i numeri di Bell relativi al valore hprimi valori di n per cui Bé un

numero primo sono: 2, 3, 7, 13, 42, 55, 2841, ... maheri primi di Bell generati sono:
2, 5, 877, 27644437 ,...

Il numero primo Bs eccede la memoria di un normale calcolatoreagmior ragione B

program numeri_di_Bell;
{$N+}
uses crt;
var i,jiinteger;
m:array[1..100,1..100] of real;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma ti permette di detearn col metodo della matrice');
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writeln(‘triangolare, la sequenza dei numeri €l BEssa € costituita dagli elementi *);
writeln('prima colonna di tale matrice ");
writeln;
m[1,1]:=1;
textcolor(12);
for i:=2 to 20 do
forj:=1toido
if j=1 then m([i,jJ:=m[i-1,i-1]
else
m[i,j]:=m[i-1,j-1]+ml[i,j-1];
fori:=1to 11 do

begin

writeln;

forj:=1toido
write(m([i,j]:7:0);

end,

writeln;writeln;
for i:=1 to 20 do
forj:=1toido
if j=1 then
write(ml[i,j]:16:0);
readln;
end.

Applicazione dei numeri di Bell:
- Se un numero naturale m ha n divisori primi digtesso si puo ottenere come prodotto
dei suoi divisori propri in Bmodi diversi:
Es. - Sia m =12 . Esso ha come divisori prirei2per un totale di 2. Pertanto posso
ottenere 12 come prodotto dei suoi divisori proghe sono 2, 3, 4, 6, in,B 2 modi
diversi: cioé 26 e 3 4.
- Sia m =60. Esso ha come divisori p@nB e 5 per un totale di 3. Pertanto
posso ottenere 60 come prodotto dei suoi divisopmp, che sono 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15,
20, 30, in B =5 modi diversi: cioé 230 , 3-20 ,4-15 ,5-12 ,6-10
- I numero delle partizioni in sottoiasii non vuoti di un insieme dielementi distinti e
B

Numeri di Woodall
Def. | numeri interi positivm della formam = n - 2™ — 1 sono detti numeri di Woodall.

Tra gli infiniti numeri di Woodall ci sono dei numgrimi, detti numeri primi di Woodall.
| primi valori di n che rendono primi i numeri diddall sono:

2,3,6,30,75,81,115,123,249,362,384, ...

La sequenza dei numeri primi relativi a 2,3,630b di Woodall risulta:
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7,23, 383, 3221225472833419889721787128217599,

mentre la sequenza dei numeri primi generati détg numeri risulta come valore dei suoi
elementi superiore all"ordine di 10"44, ecceltegli ordinari simulatori matematici dei normali
computers; pertanto risultano molto difficili dalcolare.

Nel 2007 é stato verificato che il numero n53¥48 genera un numero primo , costituito da
1129757 cifre. Tale numero é stato scopertlakthew J.Thompson nell'ambito del progetto di
calcolo distribuito PrimeGrid

program numeri_di_Woodall;
{$N+}
uses crt;
var b,bb:longint;
a,inf,sup:integer;
function pot(x:integer;y:integer):longint;
begin
if y=0 then pot:=1
else if y > 0 then
pot:=x*pot(x,y-1);
end;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln('Questo programma ti permette di deteargn numeri naturali p di *);
writeln("Woodall: cioé numeri naturali del tipo= n*2"n - 1 );
writeln;
textcolor(12);
write(' Immetti I"estremo inferiore ( >= 1) tabtervallo : ');readIn(inf);
write(* Immetti I"estremo superiore ( <= 26)Itiatervallo : );readln(sup);
a:=inf;
textcolor(10);
repeat
b:=pot(2,a);
bb:=a*b-1;
if (@>=inf) and ( a <= 13) then begin gotoxy@+8);write(a,") ',bb);end;
if (@>13) and ( a <= sup ) then begin gotoxy#46);write(a,") ',bb);end;

a:=a+l;
until a>sup;
readin;
Clrscr,;
writeIn(* | numeri di Woodall che sono ancherpivengono chiamati ');
writeln(’ NUMERI PRIMI DI WODALL ;
writeln(* | primi valori di n che rendono primnumeri di Woodall sono:");
writeln(’ 2,3,6,30,75,81,115,121,362,384, ... ");

writeln(’ tolti numeri primi generati da 2,3,6,8(0/5, gli altri essendo come”);
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writeln(* grandezza superiori all"ordine di 1@'dccedono i normali simu-');
writeln(’ latori matematici dei normali computepertanto risultano molto');
writeln(* difficili da calcolare. ;
writeln(' La sequenza dei numeri primi relativ2a3,6,30 e 75 di Woodall risulta:");
writeln(" 7, 23, 383, 32212254719, 283341988982128217599, ...");
writeln(" Nel 2007 il piu grande numero n che @@nun numero primo € n=3752948;");
writeln(’ tale numero primo p e costituito da @137 cifre. Tale numero € stato');
writeln(* scoperto da Matthew J. Thompson nelliamdel progetto di calcolo distribuito’);
writeln(' PrimeGrid');
readin;

end.

PROPRIETA’

I NUMERI DI Woodall hanno diverse proprieta di dilbilita. Ad esempio, se p € un numero
primo, allora divideWp+:  se il simbolo di Jacob{Z) = +1; divide invecezp-s se i
2 2

. . P\ _ _
simbolo di Jacob(;) = —1.
Esiste una congettura che dice che ci sono infiitneri primi di Woodall.

Congettura di Bertrand, dimostrata da Cebycef e ddirichlet

Essa afferma che, dato un numero n ( > 3) irgesitivo, esiste almeno un numero primo
compreso nell"intervallo [n ; 2n].

program congettura_di_Bertrand;
uses crt;
var j,a,b,y,h,k,m,xmin,xmax,n:longint;
risp:char;

procedure numeroprimo(x:longint);
var i:longint;
begin

i:=1;

repeat

ii=i+1
until x mod i = 0;
if (i=x) and (x>=xmin) and (x<=xmax) then

begin
write(x:10);
y:=1
end
else y:=0;
end;
begin

repeat
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textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
writeln;
writeln(' CONGETTURA DI BERTRAND ( dimostrata dzebycef e da Dirichlet ) *);
writeln('Dato un numero n (> 3) intero positiesiste almeno un numero primo');
writeln(‘compreso nell"intervallo [n ; 2n].");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti il valore del numero n = ");rea(tmin);
xmax:=2*xmin;
k:=0;h:=0;
textcolor(10);
for j:=xmin div 4 to xmax div 4 do
begin
a:= 4*-1;
b:=4*+1;
numeroprimo(a); k:=k+y;
numeroprimo(b); h:=h+y;
end;
writeln;
m:=k+h;
if (k<>0) or (h<>0) then
begin
writeln('ll numero dei numeri primi néfitervallo [',xmin," ; ', xmax,7é 'm," (> 1);:
writeln(‘quindi in tale intervallo e veidéta la congettura *);
end;
writeln;
textcolor(14);
write("Vuoi continuare con altro valore di i&IN): );
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp='N’);
end.
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CAPITOLO IV

FRAZIONI CONTINUE E SUE APPLICCAZIONI
Introduzione:

Le frazioni continue si ritengono tradizionalmentynesse all’algoritmo di divisione euclidea
per la ricerca del MCD fra due numeri interi, tuttail formalismo algebrico presente nello
sviluppo di tale struttura sembra essere scon@seidtEuclide e ai matematici ellenici. Si deve
giungere intorno al 550 d.C. applicando il metagleclideo delle divisioni successive, |l
matematico Aryabhata risolve un’equazione diofanteseare: metodo oggi riconducibile alle
frazioni continue. Tuttavia il primo a trattarnerfalmente in modo esplicito senza peraltro
chiamarla frazione continua ma €& stato Bombelllaneterca del valore approssimato delle
radici quadrate , un procedimento piu esteso @ statcessivamente impostato da Cataldi
sempre sulla ricerca approssimata del valore datlece quadrata di un numero naturale usando
il metodo escogitato da Bombelli. Oggi gli stord®lla matematica ritengono che il primo a
sistematizzare e a dare una formalizzazione orgadetie frazioni continue é stato Eulero nella
sua operantroductio in Analysin Infinitorum.

Oggi lo studio delle frazioni continue costituisee argomento di rilevato interesse in quanto
trova strette connessioni con lo studio della FoimeiZeta di Riemann, viene largamente usata
nella soluzione non solo delle equazioni lineamfaintee ma anche in quelle particolari
equazioni quadratiche diofantee: dette di Pedud metodo algoritmico trova larga applicazione
nello studio dei Frattali cosi pure in vari camplld matematica odierna.

Algoritmo di divisione euclidea

Sia dato lI'insieme dei numeri naturali N in essacsdefinite le quattro operazioni fondamentali
con le relative proprieta che strutturano algelonieate tale insieme. L’addizione e la moltiplica-
zione sono operazioni chiuse in N: cioé il risdtati tali operazioni sono ancora elementi
dell'insieme N; mentre la sottrazione e la divigom generale sotto opportune condizioni il
risultato € ancora un numero naturale, pertangeirerale tali operazioni si dicono non chiuse.

Def. Dividere due numeri naturali a per b ( comlae b+ 0) consiste nel trovare quel numero
naturale g, se esiste, che moltiplicato per b dgppmlotto a: cioe

a:b=q & a=bq
dove (:) e il simbolo di divisione, a & detto dividendiog detto divisore e g e detto quoto.

NB. Come si puo notare la divisione € stata coadaitt moltiplicazione: cioé essa e
I'operazione inversa della moltiplicazione. Eccogbe la moltiplicazione, cosi pure I'addizione,
sono dette operazioni dirette.

Da tale definizione possiamo affermare che



138

Proposizione: Dati due numeri naturali a e b&onb e b= 0, si dice che a e divisibile per b
se e solo se esiste un numero naturale q, detto,gate che a =bg o anche che a é multiplo
di b secondo q; altrimenti se non esiste q , @ dite a non e divisibile per b o anche che a non e
multiplo di b.

Si consideri ora il caso in cui, presi due numeaturali a e b cona>b e#0, il numero a
non sia divisibile per b, in questo contesto siabtra il seguente teorema di Euclide:

Teorema di Euclide: Dati due numeri natueatib, con a > b e I 0, esiste ed € unica la
coppia di numeri naturadj edr, detti rispettivamente quoziente e resto tale che
a=b-q+r

con 0<r<b

Dimostrazione
Nell'insieme dei numeri naturali si consideri I'emvallo discreto [ b ; a]in esso vale
I'ordinamento naturale, essendo un sottoinsiemwfalimitato di N; sia orajk 1,2,3,4,..,n,.. ,
e si considerino i multipli di b secondo k, chensi&lementi dell’intervallo [ b ; a ], essi
costituiscono una successio-ne ordinata di intesitivi: b=1b<2b<3b<...<h <a con k
il massimo valore per cuhk < a < +1b. Nella successione dei numeri naturali tale nealkgh
esiste in quanto la moltiplicazione fra numeri maliLe un’operazione chiusa. Se consideriamo
la divisione tra a e b, il valore q 7 &ostituisce il quoziente di tale divisione essemhaaassimo
intero positivo il cui prodotto-§) non supera a. Dall’essere poi a-b, gottraendo ad ambo i
membri della diseguaglianzaptteniamo una diseguaglianza equivalente ed ergav. a -
g-b > 0; ora la differenza di due quantita intereifpgs & ancora una quantita intera positiva:
posto r=a- 4 > 0. Da quest'ultima uguaglianza si ha ab=Hr ; pertanto I'esistenza della
coppia g ed r viene provata dai risultati operatella moltiplicazione e della sottrazione di due
numeri interi positivi. Proviamo che r < b. Supmmb che r =b . Poiché a =hat-r,
sostituendo sihaa=m+b=b (g + 1) : cioe a € multiplo di b o @&k stessa cosa a &
divisibile per b contro le ipotesi del teorema,rglii r# b . Supponiamo che r>b conr &b
N . Sottraendo ad ambo i termini della diseguaghamsi ha r—b >0 e per la proprieta della
sottrazione che la differenza € minore del minugmeksiamo affermare che
r-b<r;ora r—-b=a-lg—-b=a-b(g+1)<0,essendo b (g+djultiplo di b che
supera a, quindi r—b <0 ,cioe r < b contijpolfesi che r > b . Pertanto per la proprieta di
tricotomia provando che r non puo essere, resta dimostrato che r < b.
Proviamo l'unicita della coppia g ed r. Supponiache esistano due coppie di valori che
soddisfano il teorema e sianq .1 e ¢ , » taliche

a=bq+n

a=bg+n

Sottraendo ambo i termini traloro,siha ® Ex - )- (n—-r), dacui

b(a—g)=(n—-n)
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Seg>@ allora b< b(gq-®)= (h—n)< r; <b - perlaproprieta transitive b <b
il che e assurdo.

Se q< allora b< b(g-q)= (r—n)< r, <b - perla proprieta transitiva> b < b
il che é assurdo.

Per la proprieta di Tricotomia segue necessariagnehe g = ¢ e di conseguenza¥r,;
pertanto le due coppie sono uguali cvd.

Massimo Comun divisore.

Questo teorema costituisce il supporto teoricdgeicerca del MCD fra due numeri interi
positivi .

Def. Si chiama Massimo Comun Divisore della cof@g b )é N - N il numerom € N tale
che

1) meundivisoresiadi a chedib
2) Ogni divisore comune di a e di b e un divisorendi

Teorema: Dati comunque a e\ , non entrambi nulli, il Massimo Comun Divisore di a e
di b esiste ed e univocamente determinato ed esgavegrande tra i divisori comuni di a e di b.

Consideriamo due numeri naturali a e b, alla eldeorema cerchiamo di determinare il loro
MCD.

Primo caso: se a=0e#0, allora MCD (0;b) =b, in quanto ogni numeérun divisore
dello zero; cosi pure se@e b =0, alloraMCD (a;0) = a.

Secondo caso: Siano a e b diversi da zero eosigpo che
-) a>b e a sia multigid o che e lo stesso a ¢ divisibile per b écia=¢gb ,
comune.
-) a<b e b sia mutiidi a o che ¢é lo stesso a divide b: cioé b-akallora il
MCD (a;b)=a.

-) a > b e a non siagbile per b. Applichiamo il Teorema di Euclideoe
esistono due vataturaliqged f taliche a=gb+nr con0<r <b.
Poichg#0 eb>¥,

se & un divisore di b allora b =y ; sostituendo e raccogliendpin
a=-@+n,otteniamoa=r(q g+ 1), cioé 1e un divisore anche
dia eperaiCD (a;b)=r;

semon é divisore di b, allora, applicando il teoeedi Euclide, esistono

due valori nalutg ed ptaleche b=gri+r, con0 <r,<n<b
Poichec 0 ern>r,,
se & un divisore diyrallora g = g 12 ; sostituendo e raccogliendoim
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b =xq1+ 1, otteniamo b =¥ (g gz + 1), cioe fe un divisore anche di
b; andando a sosgte raccogliendatin a=g- b + r, otteniamo
a3s{g,(q,- q3 + 1) + g3] : cioe p e un divisore oltre che di b anche di a
e pertanto MCD;(la) = b ;
semon é divisore di b, allora, applicando il teoeedi Euclide, esistono
due valori naturgied g tale che 1= grra+r3 con0 <rx<r,<n<b
... e cosi via fiaaeterminare un restg x 0, per cui il

ad(a;b)=k1
dove.r# 0 ed é un divisore di tutti i resti che lo preced@ndel valor b ed
a, come d’altroradbiamo provatosr, 12, I3 .

Raggruppando tutte le divisioni effettuatéaiquello che e detto Algoritmo di Euclide per la
ricerca del MCD (a; b):

a=qb+n

b= grn+n

= gr2+r

M-3= Ch-1 -2+ M1
Mm2=0Cifhi+h conkp=0

Come si pu0 notare tale algoritmo permetteadiare il MCD (a ; b ) senza conoscere né i
divisori di a né i divisori di b.

Questo programma ti permette di trovare il MCDduo& numeri naturali con l'algoritmo di
Euclide.

program MCD_con_algoritmo_di_Euclide;
uses crt;
var a,b,al,blk,q,r,iinteger,;
m, rest,quot,n:array[1..100] of integer,
risp:char;
begin
repeat
clrscr;
textcolor(11);
writeIn('Metodo della divisione per la ricercal #1CD tra due numeri’);
writeln('interi positivi di Euclide ');
writeln;
textcolor(13);
write(" Immetti due numeri interi positivi (jd ): );
readin(a,b);
writeln;
al:=a;
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k:=1,
repeat
g:=a div b ; r:=a mod b;
n[k]:=a;
m[K]:=b; rest[k]:=r ; quot[k]:=q;
a:=b; b:=r;
k:=k+1
until r=0;
textcolor(14);
fori:=1tok-1do
begin
write (" ',n[i]," =", quot[i],™",fm],'+',rest[i]);
writeln;
end,
writeln;
if rest[k-2]=0 then rest[k-2]:=b1;
writeln(' M.C.D.(',al,';'bl,") =ést[k-2]);
writeln;
write('Vuoi continuare con altra coppia di valioteri positivi ? (S/N) ");
readIn(risp);
until (risp="N") or (risp="n");
end.

Proprieta lineare del MCD o identita di Bézout

Identita di Bézout: Siano a e b due numeri irpesitivi e sia m il loro Massimo Comun
Divisore: m=MCD (a, b), l'identita di Bézoatferma che m € combinazione linearediae b
: cioeé esistono due interi x ed y tale che mx=4a by

program ldentita_di_Bezout;
uses crt;
var a,b,m,n,c,mcd,r:integer;
al,a2,a3,bl,b2,b3,c1,c2,c3,qg:integer;
begin
clrscr;
textcolor(2);
writeln('Questo programma ti permette di verifecd Teorema di Bezout: ');
writeln;
textcolor(15);
writeln('Siano A e B due numeri naturali e sia M{Tloro massimo comun’);
writeln(‘divisore, esistono almeno due numeratigl x, y tale che :');
textcolor(12);
writeln(’ MCD(A,B) = x*A + y*B);
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textcolor(15);
writeln(‘cioe" il MCD e" una combinazione limeali A e B .");
writeln;
textcolor(14);
write('Immetti due numeri naturali : *);
readin(a,b);
if a<b then
begin
c:=a; a:=b; b:=c;
end;
m:=a; n:=b; r:=a mod b;
while r<>0 do
begin
a:=b; b:=r; r-=a mod b;
end,;
mcd:=b;
writeIn(MCD (',m,";",n,") = ", mcd);
if m mod n <> 0 then
begin
al:=m; a2:=1; a3:=0;
bl:=n; b2:=0; b3:=1,
g:=al div bl;
repeat
cl:=b1;c2:=b2;c3:=b3;
bl:=al-g*bl; b2:=a2-g*b2;$H83-9*b3;
al:=cl;a2:=c2;a3:=c3,;
g:=al div bl;
until b1=mcd,
end
else
begin
b2:=1; b3:=-(m div n - 1);
end;
writeln;writeln;
textcolor(12);
writeln(mced,' = (,b2,)*,m,'+(',b3,)*,n);
writeln;
textcolor(11);
writeln(’x =',b2," e y ="b3);
readin;
end.
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Frazioni continue

Cosi Eulero nella Introductio In Analysin Infinitom, Tomo I° cap XVII definisce le frazioni
continue:

... chiamo continua una frazione fatta in modo da aviedlenominatore costituito da un
numero intero sommato ad una frazione il cui demartaire € fatto a sua volta da un intero e da
una frazione e che in avanti sia costituita in $#nmodo sia che questo comportamento si
estenda all'infinito o si ferma ad un certo puniimquesto senso pertanto chiamo frazione

continua un’espressione del tipo

1 a
at——71 atrt——p—
b+—7 b+—P

C+L
d+--- d+---

la prima forma é detta frazione continua semplicentre la seconda e detta generalizzata

c+

L’algoritmo euclideo permette di scrivere in forgigrazione continua la frazione che ha per
numeratore a e per denominatore b, dove ala bappia di cui I'algoritmo va alla ricerca del
MCD.

Zoq+
— q
b 1
q: + 1
_|_ P —
q> qs + ...
Considerato che la scrittura a strati € alquarioriasa, i matematici hanno proposto queste due

forme equivalenti:
11t

a

-=10q; q1; Q31 = q+

;= 14 415 25935 1= A — — —
dove la frazione con denominatore seguito dal simbata ad indicare che la frazione
successiva va sommata al denominatore della frazcecedente.

Numeri razionali assoluti Q" e loro sviluppo in frazioni continue

Def. Un numero si dice razionale assoluto se éredite in forma frazionaria con numeratore e
denominatore numeri interi positivi

Sono numeri razionali assoluti pertanto i numeturadi, i numeri decimali finiti e i numeri
periodici, semplici o misti: infatti tutti si posso esprimere in forma frazionaria.

I numeri decimali finiti e quelli periodici, una ka trasformati in frazione, e le frazioni vediamo
come svilupparli in frazioni continue finite col teo della divisione di Euclide; per i numeri
decimali finiti possiamo trasformarli direttameimefrazioni continue:

Esempio: Sia dato il numero decimale finito 3,A88gliamo svilupparlo in frazione continua:

3456 =3+0456 =3+ =3 +my =3+ —r =3+ — =3 +—=
56 56 a5 5+10
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1 1 1
=3+ — =3+ — = 3+ T
2+ T 2+ T 2+
5+gg 5+ g S5+—7
16 5+E 5+E

3,456 =[3;2, 5, 5, 2] =3+——~1
2+ 5+ 5+ 2
Esempio:
132
1) Vogliamo trasformare in frazione continua la foae =0
Risoluzione:
Applichiamo l'algoritmo di Euclide alla coppia (23 50)
132 =50 + 32 dividendo per 50 si h%\?E 2+ %
50=B2 + 18 dividendo per 32 si h?i =1+ 5
32=18 + 14 dividendo per 18 si h%g =1+ %
18=14 + 4 dividendo per 14 si h% =1+ 14—4
14=34 + 2 dividendo per 4 si hzl'zl;i =3+ %
4=2 dividendo per 2 si h;él: 2
MCD( 132, 50) =2
Da cui possiamo scrivere'
132 1 1
—2+——2+ =2+ =2+ =2+ =2+ =
50 22 +;2 1+¥ 1+r% 1+1+11§
14
=2+ =24+——=24+———=2+——=2+—
1+ T 1+ T 1+ T 1+ T 1+ T
1+ 1+ 1+ T 1+ T 1+
1+ﬁ 1+14_4 1+¥ 1+% 1+%
2
Quindi
132 5+ 1
50 1+ L
1+ 1
1+—3
3+5

Scrivendo formalmente, si ha:
132 1 1 1 1 1

5o - 211132l = 24 TS

. . 132 . . . . . C ey g
Come si nota la frazmn&)— si sviluppa in una frazione continua semplic&dindentro

parentesi quadre sono presenti i quozienti dellerde divisioni dell’algoritmo di Euclide, cosi
pure nello sviluppo in frazione continua al denaabdme sono presenti i quozienti dal secondo in
poi seguito dal + che sta ad indicare che la frez®uccessiva va sommata al denominatore della
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frazione precedente. Pertanto, sviluppato I'atgooidi Euclide, possiamo senz’altro scrivere
formalmente la frazione continua relativa alla foae data.
Facciamo ora un esempio con una frazione propria:

. . . . . . 15
Esempio: Vogliamo trasformare in frazione contu‘wtrazmnea.

Risoluzione:
Applichiamo l'algoritmo di Euclide alla coppia ( 1%3)
15 =33 + 15 dividendo per 53 si hé\,i; =0+ g
53=35+ 8 dividendo per 15 si h%\z =3+ %
15=18 + 7 dividendo per 8 si hxlgs— =1+ g
8=17 + 1 dividendo per 7 si h§a= 1+ %
7="1 dividendo per 1 si hia= 7

. . . . . . 15 . . . . .
Considerando solo i quozienti, possiamo svHupEgren frazione continua semplice finita

15—[o3117]—o+1 t 1
53 FTormiA 3+ 1+ 1+

N -

Esempio: Vogliamo trasformare il numero decimat@di 3,7468 in frazione continua:

3,7468=3+0,7468 =34 =3+— =3+ —

1+0.3390
0,7468 1+

B;1;2;1;18;1;3;..]

Def. Si chiama profondita di una frazione contiluaumero di livelli di stratificazioni presenti
in essa

Essendo finita la frazione continua relativa acthumero razionale,la profondita di tale frazione
en:

guesto sta ad indicare che nello sviluppo in fragioontinua si incontra una parte frazionaria
nulla dopo n passi.

Es. Consideriamo la frazmge, che sviluppata in frazione continua risuli&:1,2] . La sua

profonditan = 2, pertanto nello sviluppo della frazione couérsi incontra un addendo
frazionario nullo dopo 2 passi: cioe al terzo passtrato si ha una frazione con numeratore
uguale a zero:
1
1

0
2+7

2 _ 04
3 1+



146

NB. La scrittura formale generale delle frazioontinue €[ay; a4, a,, as, ..., a,], dove il
pedice 1,2,3,..,n indicano il numero di stratificeiz presenti nella frazione continua.

138

L . . . .59
Es. Se consideriamo la frazione contifizia2, 1, 3, 2] relativa alla frazmngg essa ha una

profondita di 4 unita : cio vuol dire chlkequinto passo € presente una frazione nulla:

59 _ 1
25 2+—11
14—

3+—3

2+T

Si dimostra in generale che

Teorema: Ogni numero razionale si puo rappresemome frazione continua semplice finita (
o limitata): cioé costituita da n-livelli che nepesnono la profondita .

Teorema inverso: Ogni frazione continua findgppresenta un numero razionale, che ne
costituisce il sealore.

Osservazione:
-) Se il numero razionale € proprio allora ihpp quoziente € 0, se invece € improprio il primo

guoziente ¢ diverso da 0.
-) Relativamente alla scrittura formale dell@zione continua gli elementi che figurano dentro
parentesi quadre sono detti quozienti plziesatti; inoltre se sviluppiamo le frazioni

come

nel primo esempio
132 1 1 1 11

50 - L LS 2 =2 e g

50
abbiamo
2 1 3 1 5 1 7
S 2k=C ) 24g= ) 24— =<
1 1 1 1+4= 2 1+—5 3
1 14>
1
1 29 1 66 _ 132
2+ == ! 24+ = —==
14— 11 T+— 25 50
1+ i 1+ 1
1+§ 1+—1
3+E
. . 3 5 7 29 66 132 . . .
Le frazioni - ; = ; = ; - ; = ; —=== sono dette i convergenti o le ridotte
1 2 3 11 25 50
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della frazione continua. Tali frazioni hanno il loi@i approssimare il valore della frazione data,
in particolare ( considerando I'ordine della sust@se sia dei quozienti quanto quella delle
ridotte come quello dei numeri naturali compres0 Jo possiamo constatare che le ridotte
d’ordine pari approssimano la frazione data pegtttif, mentre quelli d’ordine dispari la
approssimano per eccesso, di qui il termine coratmlotte 0 convergenti o quozienti
approssimati dato a tali frazioni.

Nel secondo esempio

15 1 1 1
%z [0;3,1,1,7]:O+ﬂﬁﬁ
le frazioni ridotte sono
o 1 1 2
1’ 3 4 '7

N -

15

" 53
0 1
Anche in questo contesto le frazioni ridotte dinedpari : 1 ; 2 approssimano per

approssimano per eccesso la

NI -

15 1
difetto la frazioneg , mentre quelle d’ordine disparig—: ;
stessa frazione.

Il programma seguente consente di sviluppare imdre continua un numero razionale:

program Dalla_divisione_di_Euclide_alla_frazionentioua;
uses crt;
var a,b,al,blk,q,r,iinteger;
m, rest,quot,n:array[1..100] of integer,
begin
repeat
clrscr;
writeln('Dall"algoritmo di Euclide alla scrittai formale della frazione');
writeln(‘continua della frazione avente per nuash@e a e denominatore b');
writeln;
write(" Immetti due numeri interi positivi (jd ): ");readln(a,b);
writeln;
al:=a;
bl:=Db;
k:=1,
repeat
g:=a div b ; r:=a mod b;
n[k]:=a;
m[K]:=b; rest[k]:=r ; quot[k]:=q;
a:=b; b:=r;
ki=k+1
until r=0;
textcolor(14);
fori:=1tok-1do
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begin
write (" ',n[i]," =", quot[i],™",m],'+',rest[i]);
writeln;
end;
if rest[k-2]=0 then rest[k-2]:=b1;

writeln( M.C.D.(',al,';',bl,") =€st[k-2]);
writeln;
fori:=1to k-2 do
begin
write (n[i],'/",m[i]," = ',quot[i]," + test[i],’/,m[i],' = ";
write( quot[i]," + 1/',m([i],"/",rest[i])
writeln;
end;
write(n[k-1],"/',m[k-1]," = ',quot[k-1]);
writeln;
writeln("Andando a sostituire a ritroso si hg : '
if k = 3 then write(n[1],"/',m[1]," = ",quot[1}} 1/',quot[2]);
if k = 4 then write(n[1],"/',m[1],’
if k = 5 then write(n[1],"/',m[1],’
if k = 6 then write(n[1],"/',m[1]," = ",quot[1}¥
1/(,quot[2],"+1/(,quot[3],'+1/(,quot[4],"+1/(\mt[5],)))));
if k = 7 then begin write(n[1],'/',m[1],' = ",qti&]," +
1/(,quot[2],'+1/(",quot[3],'+1/(',quot[4],'+1/(wwpt[5],+1/();
write(quot[6],))))’);end;
if k = 8 then
begin
write(n[1],"/',m[1],' = ",quot[1],' +
1/(,quot[2],'+1/(",quot[3],'+1/(',quot[4],'+1/(wwpt[5],+1/();
write(quot[6],'+1/(',quot[7],)))))));
end;
if k =9 then
begin
write(n[1],"/',m[1],' = ",quot[1],' +
1/(,quot[2],'+1/(",quot[3],'+1/(',quot[4],'+1/(\pt[5],'+1/();
write(quot[6],'+1/(,quot[7],'+1/(,quot[8]))))));
end,
if k = 10 then
begin
write(n[1],"/',m[1],' = ",quot[1]," +
1/(,quot[2],'+1/(",quot[3],'+1/(',quot[4],'+1/(wpt[5],+1/();
write(quot[6],'+1/(,quot[7],"+1/(,quot[81+/(,quot[9],)))))))));
end,;

',quot[1}¥ 1/(',quot[2],'+1/',quot[3],)));
“quot[1}y 1/(',quot[2],'+1/(',quot[3],'+1/(,quot[4],)))’
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writeln;
writeln; writeln("Vogliamo scrivere in modo foate la frazione continua:’);
writeln;
write(n[1],"/',m[1]," = [ ",quot[1]);
fori:=2to k-1 do
write(*, ',quot[i]);
write('] = ',quot[1],'+);
for i:=2 to k-2 do
write(* 1/(",quot(i],'+)"); write(" 1/,qufk-1]);
write(‘Vuoi continuare con altra coppia di val@r{ S/N) );
readIn(risp);
until ( risp="N’) or ( risp = 'n’);
end.

Calcolo delle frazioni ridotte o convergenti di unafrazione continua

Per la determinazione delle frazioni convergentirth frazione continua possiamo individuare
un algoritmo ricorsivo:
Qo

Per n=0 sihalag] = a, = "l

. 1 apgaq1+1
Per n=1 sihalag; a;] = ao + — = >
ai as
. 1 1 apgaqa,+ apgt+a
Per n=2 sihalag; a;,a;] = ag+ = A tagm =
a+— —_ a1a2+1
az az
. 1 1 azaz+1
Per n=3 sihday; a;,a;,a3] = ag + —= Qg+ —a— =y + —2——— =
a1+ T a1+a2a3+1 a1a2a3+a1+a3
az+—

_ apgaiazaz+aga,t+agazt+azaz+1

ajazasz+ait+as

Se indichiamo con P(n) il numeratore e Q(n) il@mmatore, allora possiamo scrivere

Per n=0 PO) &
Q(0)=1
Per n=1 PQ)aa, +1
Q1) &
Per n=2 PQR)&aia; + ag+a, = a; - P(1) + P(0)
Q(2) ma; + 1=a, - Q(1) + Q(0)
Per n= 3 P(3)%a1a2a3 + aoal + a0a3 + a2a3 + 1 = a3 * P(Z) + P(l)

Q@) &aza; +a; +az =az-Q(2) +Q(1)

Pern =k P(K)a,-P(k—1)+P(k—2)
Q) &, -Q(k—1) +Q(k —2)
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Pertanto la formula generale per la determinazdastla convergente,, = Z—" e:

n

Pn _ P(n) _ ap’P(n-1)+P(n-2)

an Q)  apQ(n-1+Q(n-2)

Si dimostra che P(n) e Q(n) sono primi tra loramedVCD( P(n) , Q(n) ) = 1 o che & lo stesso la
frazione 22 & ridotta ai minimi termini.

dn

Possiamo quindi scrivere le formule di Ricorrengageterminare pe g

P(0) = ag Q(0) =1
P(1) = aga; +1 et Q(1) = aqy
P(n)=a,-P(n—1)+P(n—-2) Qn)=a,-Q(n—1)+Q(n—2)

Tali formule di ricorrenza costituiscono I'enunaatel Teorema di Ricorrenza di Eulero-Wallis
inoltre per P(n) e Q(n) valgonofermule di Lagrange
P(n)-Q(n—1)-P(n-1-Qm) = (-
P(n)-Q(n—2)-P(n—2)-Q(n) = ("

Da queste formule discendono alcune proprietaa®iergenti:

a) Al crescere dni convergenti d’'ordine pari crescono strettamementre quelli dispari
decrescono strettamente

b) Ogni convergente d’ordine dispari € maggiore dii@gmvergente d’ordine pari

c) Il valore di una frazione continua € maggiore diicguo convergente pari e minore di ogni
suo convergente dispari ( fatta eccezione peirfaltconvergente )

Rappresentazione dei numeri irrazionali come fraoni continue infinite ( od illimitate)

Teorema: ogni numero reale si puo rappresentdrazione continua e la frazione continua e
illimitata se e solo se il numero e irrazionale.

La rappresentazione in frazione continua di un momeale irrazionale € unica.
Numeri irrazionali quadratici e loro sviluppo in fr azioni continue:
Def. Si chiamano numeri irrazionali quadratici amreri reali algebrici del secondo ordine quei
numeri irrazionali che sono soluzioni di equazidella forma
1) ax*+bx+c=0

con a,b,&E Z e sotto le condizioni chesa0 ,c# 0 e - 4ac > 0.

Siano a ed a' le due soluzioni dell’'equazione 1).
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Def. Si chiama coniugato della soluziangerelativo all’equazione 1), la soluzioné della stessa
equazione e viceversa.

—b+vb2- 4ac . ) N, —b—Vb2- 4ac
Se q = T,allora|I SuO coniugato@ = —%a

Tra i due valori, per la fattorizzazione di un polnio, esiste la seguente relazione:
alx —a)(x—a')=ax®+bx +c

Il primo ad occuparsi dello sviluppo in frazionentaua dei radicali quadratici e stato Bombelli
, in infatti nella sua Algebra sono trattati prableelativi al calcolo approssimato della radice
guadrata di 13:
Cosi eqgli scrive:
Supponiamo di voler calcolané13 , per prima cosa dobbiamo trovare quel numerradnt
positivo che elevato al quadrato si avvicini il piossibile a 13 senza superarlo, in questo caso
sara 3. Allora si avra:
1) Vi3 =3+x
Elevando ambo i termini al quadrato otterremo:
13 =9 + 6x + x?
Sottraendo ad ambo i termini 9 si ha
2) 4=6x+ x*
Trascurando momentaneamente il quadrataicaviamo il valore della x %; sostituendo in 1)
si ha

4
3) VI3=3+c¢

. . . . , 4
Ma se vogliamo un valore pili preciso dobbiamo datea¥ ; pertanto dall'essere X5

moltiplicando ambo i termini per x si ha? = %x. Andando a sostituire in 2) si ha:

4=6x 4 —(6+4>
= OoX 6x— 6x

Ricavando la x si ha

4

xX=—7

4

6+ g

Sostituendo nella 1) si ha
4

Vi3 =3+—
4
6+¢

Oggi confrontando la 3) con quest’ultima apparahche alla frazion% Si pu0 sostituire

I'espressione
4

4
6+7
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iterando il procedimento, abbiamo:

4
V13 =3+

4

E cosi di seguito, ottenendo cosi una frazioneimoatillimitata. Fermando lo sviluppo e

119

andando a ritroso si ottiene una ridotta che agprasil valore div13 ~ prel 3,60

Il cui quadrato & 13,0036 . Se ci fossimo fermbsiezondo livello aviemmo avuifl3 ~ 15—8 =

3,6 , il cui quadrato € 12,96. Tale metodo ha comdBtmbelli ad escogitare le frazioni
continue, fermandosi lui perd al secondo livelkraspoi Cataldi ad applicare tale metodo nella
ricerca della radice quadrata di 18 e lo svilupgeligelli di stratificazioni piu numerosi.

Da Eulero in poi si ha un fiorire di teoremi red@tllo sviluppo in frazioni continue dei numeri
irrazionali ed in generale dei numeri reali: taldugppo permettera di determinare frazioni il cui
valore costituira un approssimazione sempre pitn&ial valore effettivo del numero che non le
frazioni decimali; vediamo cid con un esempio ejfs@mente con la determinazione/ai, che

tutti i testi di algebra delle scuole superioriaoio come I'elemento di separazione di due classi
contigue costruite per troncamento; con le frazammtinue si ha una convergenza piu veloce.

1<V2 <2
14 <2 <15
1,41<V2 < 1,42
1,414 <\/2 < 1,415
1,4142 <+/2 < 1,4143
1,41421 <v2 < 1,41422
1,414213 <2 < 1,414214

Sviluppiamo 2 in frazione continua:

V2=1+x

Eleviamo al quadrato ambo i termini:
2=1+2x+%

Sottraiamo 1 ad ambo i membri e nel secondo menalzemgliamo la x

1=x(2+x)
Dividiamo ambo i termini per 2 + X

1

X= 2+x

Sostituiamo nell’'uguaglianza iniziale
VZ=1+—

2+x
Sostituiamo alla x il suo valore in ogni eveniena@i@gniamo una frazione continua semplice

infinita
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Che possiamo scriverev2 = [1; 2,2,2,2,...].

Come possiamo notare il quoziente parziale 2 sigipostantemente, pertanto possiamo
affermare la frazione continua e periodica di pawi@: quindi possiamo scriverla:

144

V2 =11; 2]
Andiamo ora alla ricerca delle frazioni ridotteaneergenti:
1 3 7 .17 41 99 239 577 1393 3363 |

) ) ) ) ) ) ) ) ) 7

1 2 5 12 29 70 169 ZBE 985 2378
Come per i razionali le frazioni d’ordine pari appsimano/2 per difetto, mentre quelle

d’ordine dispari 'approssimano per eccesso

<2 < 2

2

.

B9 <2 < 22 - 1414215686

169 408
1393

1,414213198 222 « 2 < 3% -1 414213625

985 2378
La calcolatrice scientifica da per valorevd = 1,414213562 , come si nota dalla frazione

1393 . . . . L , . .
convergente—— si hanno 6 cifre decimali esatte: tale frazioaeid’approssimazione a meno
di 10° migliore rispetto alle classi contigue di sopra.

Dallo sviluppo dei due radicali si nota una peroitdi e questo in linea con quanto dimostrato nel
teorema di Lagrange:

Teorema di Lagrange: Lo sviluppo in frazione comirdi un numero reake &€ periodico se e
solo sex e irrazionale quadratico.

Proprieta delle ridotte o dei convergenti

Anche per lo sviluppo dei numeri irrazionali posseindividuare alcune proprieta delle ridotte:
-) Le ridotte di indice dispari decrescono strettate, mentre le ridotte d’ordine pari crescono
strettamente

-) Ogni ridotta d’indice dispari € maggiore di ogitiotta di indice pari

-) Il valore a del numero razionale od irrazionale ( in generadde ) € maggiore di ogni ridotta
di indice pari ed € minore di ogni ridotta di inglidispari; sex e razionale, esso € uguale
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all'ultima ridotta n-sima; sex € irrazionale la successione infinita delle ridatbnverge ad
stesso.

-) ogni numero razionale puo essere espresso imadaéecome frazione continua, il primo modo
e quello di considerare le convergenti d’ordind;pbsecondo modo e quello di considerare le
convergenti d’ordine dispari: le due successioaspindipendentemente. Mentre ogni numero
irrazionale puo essere epresso in un nuico mode daamione infinita: esso € I'elemeto di
separazione tra le convergenti d’ordine pari elgud#lordine dispari.

Teorema: La successione infinita delle ridotterafge convergente.

Approssimazione dei numeri reali mediante numeziaiaali:

I numeri decimali, che possono essere finiti oquidi ( semplici o misti) non hanno mai dato
alcun problema ai matematici nei calcoli, in quadfmossibile mediante regole operative
renderli frazionari. Con I'avvento dei numeri irraizali, come le radici quadrate dei numeri
naturali non quadrati perfetti , i matematici sne@empre posti il problema @pprossimazione
infatti la parte decimale é costituita da infiniiée prive di periodicita. L’'avvento poi delle
macchine calcolatrici, il cui insieme dei numeriatiaina ha un numero finito di elementi, ha
reso piu urgente la necessita dell’approssimazi@naumeri irrazionali ed in generale dei
numeri reali: cioé cercare quel numero decimaliédfio frazione che approssimi in modo
migliore il valore effettivo o teorico del numemazionale e non limitarsi ai metodi macchina di
arrotondamento o troncamento del numero aperiadfgato. Uno dei metodi escogitati e
guello delle frazioni continue.

Definiamo migliore approssimazione razionale dnumero realec un numero che ha la
caratteristica di essere piu prossimoaddi qualunque altra approssimazione con un
denominatore piu piccolo.

Si dimostra che le ridotte o convergemntj = Z—” di una frazione continua aritmetica, di ordine

n

maggiore od uguale ad 1, sono le migliori approagioni per un numero irrazionate : cioe

a . . e .. N . .
sec, = b—n ( ridotta ai minimi termini ),allora non vi & alcuna frazione con denominatore
n

inferiore ab,,, che approssimt meglio dic,, ; e, di piu, ogni convergen% e tale che
1
|(l - 2| < - -
q q

1
V5q2

Teorema di Hurwitz: Per ogni irrazionate esistono infiniti razionaﬁ;- tali che |a - §| <

Ad esempio abbiamo visto ch?% & una ridotta dello sviluppo in frazione contirtlia/2

ebbene, non vi & alcuna frazione con denominatimenmdi 70 che approssim2 meglio di

99 . . .
70 peresso vale il Teorema di Hurwitz
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99 1
N —| <
| 701~ V5-702
Facendo i calcoli su una calcolatrice scientificha:
0,000072151 < 0,000091268

Il teorema di Lagrange ci ha permesso di trovageagnta regolarita nello sviluppo in frazione
continua dei numeri irrazionali quadratici: cio&iesono periodici; anzi le radici quadrate dei
numeri naturali non quadrati perfetti non solo spraodici ma tali espansioni sono palindrome:
infatti se il periodo &4, a,, as, ...., a,, 2a, gli elementia,, a,, as, ...., a, presentano simmetria:
Q1 =Qp; Ay = Aup_1; A3 = Ap_3; -
Nello studio dello sviluppo in frazioni continuemimeri irrazionalinon esistono molti numeri
irrazionali, oltre ai quadratici, di cui si conospaalche aspetto di regolarita. Eulero nel 1737
nello sviluppare alcuni di questi trovo alcune fagta in:

a) =[2;1,2,1,1,4,1,16,1,1,8,..]
b) ek=[1;k—1,1,13k—-1,1,1,4k—1,1,1,5k—1,...] KeEN,
) <2=10,2,6,10,14,...]

e+1

D

I

e

2
d S2=10,k,3k,5k, 7k,..]
k

ek+1

e) tané)z [0;k—1;1;3k—2;1;1;5k—2;1;7k—2;11] ;

b

e

f) tanh(%): _e_fz [O,k,3k,5k,],
k

b

ek +e

Anche lo sviluppo dellsezione aure@resenta regolarita e che ancor di piu, ordinando
numeratori delle sue convergenti , seatt la successione di Fibonacci

V5 -1
=0+x
2
Da cui , razionalizzando il numeratore si ha
5—-1 4 1 1
x = = s =
2(V5+1) 2(v5+1) V5+1 V5-1
7 1+—
V5-1 1 1 1
2 =0 -0+ ——— =04+—"—
2 * 14Y571 * T4—— T T
2 1+ \/E—l 1+ 1
143 +1r

Formalizzando si ha

V5-1
2
Le cui convergenti risultano:

=1[0;1,1,1,1,..] = [0; 1]
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)

N| =
wl N

La successione dei numeratori costituisce la ssames di Fibonacci: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ....
Inoltre vale la seguente affermazione:

“ Presi comunque due convergenti successﬁlﬁ—1 e Z—” , vale la seguente relazione:
n-1 n

Pn q9n-1 — Pn-1"Qqn = (_1)n—1

: : oA 3 5 e :
Esempio. Prendiamo if4& il 5 convergenteg PG € verifichiamo la relazione:
55—-3:8=25-24=1=(-1)>"1
. . 5 8 T :
Cosi se prendiamoil & il & convergenteg ;5 € verifichiamo la relazione:

8:8—5-13=64—-65= —1= (1)1
In entrambi i casi la relazioneegificata e cosi in generale.

Questo programma determina la frazione continuandiumero irrazionale quadratico misto:
della forma
c++a
d

Con d# 0, a>0e anon sia un quadrato perfetto.

program Sviluppo_di_un_numero_irrazionale_in_fragiocontinua;
{$N+}
uses crt;
var num,num1,k,i,c,cl,d,dl:integer;

rad,q,r,ql,x,y,num2:real,

a:array[1..100] of real;

risp:char;
function p(i:integer):real,
begin

if i=1 then p:=a[1]
else if i=2 then p:=a[1]*a[2]+1
else if i=3 then p:=a[1]*a[2]3]+a[1]+a[3]
else p:=a[i]*p(+p(i-2)
end;
function t(i:integer):real,
begin
if i=1 then t:=1
else if i=2 then t:=a[2]
else if i=3 then t:=a[2]*a[3]+
else t:=a[i]*t()4t(i-2)

end;



157

begin
repeat
clrscr;
textcolor(15);
writeln(‘Questo programma ti permette di deteargna frazione continua di');
writeln('una frazione irrazionale nella forma J@Da2,...,aN], dove a0,al.. ");
writeln('sono i quozienti parziali della frazionentinua; ed inoltre deter-');
writeln('mina | frazioni ridotte o convergentilldestessa frazione continua.’);
writeln;
writeln('Immetti il numeratore : ");
write('Immetti la parte intera : a = ');readin@d).=c;
repeat
write('Immetti il numero sotto radice quadrdias ');
readln(num);
numz2 := int(sqrt(num))
until (num > 0) and (hum<> sgr(numz2));
writeln('Immetti il denominatore : ');
repeat write('lmmetti un numero intero : d =egdIn(d);d1:=d;
until d<>0;
numl:=num;
k:=1,
rad:=(c+sqrt(num))/d;
g:=int(rad);
r:=rad-q;
ql:=q;
repeat
alkl:=q;
r:=1/r,
g:=int(r);
r:=r-q;
k:=k+1;
until (k>6);
textcolor(12);
write("(',c1,'+ 0',num1,") /',d1, = [);
fori:=1to k-1 do
write(a[i]:2:0,",");
write(',...]");
textcolor(15);
writeln;writeln;
writeln('Notare la frazione continua e periodisita.");
writeln(* Le frazioni ridotte o convergenti sonp:
textcolor(12);
fori:=1to k-1 do
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begin

x:=p(i);
y:=t(i);
write(x:3:0,7,y:3:0," , V);
end;
writeln;writeln;
textcolor(14);
write(* Vuoi continuale con altri valori ? (S/N)
readIn(risp);
until (risp = 'N") or (risp="n");
end.

Equazioni diofantee lineari

Diofanto, insigne matematico vissuto tra il 250350 d.C., trattd nella sua opekaithmetica
una serie di problemi relativi alla risoluzioneedjuazioni e sistemi di equazioni a coefficienti
interi a una o piu incognite, le cui soluzioni fessa loro volta intere. Storicamente per il ribev
che viene dato alla risoluzione di problemi indesti@ati, la disciplina che tratta questo
argomento, noto anche comealisi indeterminataha ricevuto I'appellativo dinalisi
Diofantea

Def. Sia f(x,y,z,...) un polinomio nelle variabiljysz,... a coefficienti interi o razionali, viene
detta equazione diofantea il problema di trovar@ swluzione dell’equazione

f(x,y,z,...) =0
per valori interi delle variabili x,y,z,....

Le equazioni diofantee si classificano , come lgaggpni algebriche ordinarie, a seconda del
grado del polinomio f(x,y,z,...) e si diranno , inrespondenza, di primo grado o lineari, di
secondo grado o quadratiche, di terzo grado o bahiecc.

Consideriamo un’equazione lineare diofantea di prgrado a due incognite:
1) ax+byg=

con a,b,cs Z . Essa in generale nel campo dei numeri razi@mamette infinite soluzioni, al
variare di una delle incognite possiamo trovargoleizioni dell’altra : posto y = k allora

con & 0

P . (c—bk o L .
Pertanto le infinite copple(T ; k) costituiscono le soluzioni, ora per determinarelig

intere: cioe ( h, k) con h&Z, possiamo sfruttare il Teorema di Bézout, cherafée
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Teorema: Condizione necessaria e sufficiente pdietp@azione 1) ammetta soluzioni intere e
che il termine noto c sia multiplo del massimo candivisore traae b .

Questo teorema € una logica conseguenza dell'tdedgilo stesso Bézout. Ora molte questioni
che coinvolgono il MCD tra due numeri interi poditsi servono dell’algoritmo euclideo delle
divisioni successive: nel caso dell'equazione ditda del tipo 1) I'algoritmo euclideo non solo
permette di riconoscere quando I'equazione ammsettezione , ma offre anche un
procedimento costruttivo per determinarle.

Ad esempio vogliamo determinare, nel caso esistersnluzioni dell’equazione diofantea
46 X + 12=y 48

Risoluzione: Applicando il Teorema di Bézeuha: MCD (46,12 )=2; 48 =224,
pertanto essendo il termine noto 48 multiplo dilI€ED (46 ; 12 ), 'equazione e risolvibile.

Applichiamo l'algoritmo euclideo:

46 =812 +10 > 63480341

12 12 o
12=110 +2 > Bogilogel =14l

10 10 > 5
10 = 52 > o344

12 14=

. . . 46 . . . . .
Con scrittura sintetica_— = [3;1,5] costituisce una frazione continua i cui
convergenti

4 | 46

3 . . , :
Sono 7 ; 101 Scelto il penultimo convergente prendiame -1 e v =4 si ha

46-(—1)+124 =-46+48=2
Moltiplico ambo i termini per 24 e srimo le soluzioni:
46-(—24) + 1296 =-1104 + 1152 =48

Pertanto x =-24 ey =96 e ungxapi soluzioni dell’equazione data; ulteriori
coppie

b

Xp =%Xg +k———
Sono date da Mep(@p) conk=1,23,...
Ye = Yo~ kMCD(a,b)

X, =24+ 2= -18
Perk =1- 2 pertanto la coppia-18;73) € una

y1=96— 2=73

soluzione:
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infatti 46- (—18) + 1273 =-828 + 876 =48
e cosi via con altri valori di k , essenddaterminata I'equazione ammette infiniti valori
come ci si attendeva .
Il seguente programma in Turbo Pascal ti permettsalvere I'equazione lineare di Diofanto:
151

ax + by = ¢ sotto la condizione che MCD(a ; b )wiadivisore di ¢ col metodo delle frazioni

continue relative al numero razion%e

program Equazione_lineare_diofantea;
uses crt;
var num,den,numl,denl,deno,nume,a2,b2 k,i,q,ryg.xl:integer,;
a:array[1..100] of integer;
risp:char;
function mcd(w,s:integer):integer;
var resto:integer;
begin
resto:=w mod s;
while resto <> 0 do
begin
W:=S; S:=resto;
resto:=w mod s;
end,;
mcd:=s;
end;
function p(i:integer):integer;
begin
if i=1 then p:=a[1]
else if i=2 then p:=a[1]*a[2]+1
else if i=3 then p:=a[1]*a[2]3]+a[1]+a[3]
else p:=a[i]*p()+p(i-2)
end,;
function t(i:integer):integer;
begin
if i=1 then t:=1
else if i=2 then t:=a[2]
else if i=3 then t:=a[2]*a[3]+
else t:=a[i]*t()4t(i-2)
end,;
begin
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repeat
clrscr;
textcolor(10);
writeln(‘Questo programma ti permette di deteargna frazione continua di');
writeln(‘'una frazione razionale nella forma [d0z2,...,aN], dove a0,al.. *);
writeln('sono i quozienti parziali della frazionentinua; inoltre determina’);
writeln('le frazioni ridotte o convergenti: lampétima frazione ridotta’);
writeln(‘permette di risolvere |"equazione lirediofantea o il teorema’);
writeln('di Bezout ax+by=c, sotto la condiziorreedViICD(a,b) divide c.");
writeln;
textcolor(12);
write('Immetti il numeratore della frazione: dxeadin(num);
write('Immetti il denominatore della frazione=b);readln(den);
numl:=num;
denl:=den;
k:=0;
repeat

ki=k+1,

g:=num div den,;

r:=num mod den;

a[k]:=q;

num:=den;

den:=r;
until r<1;
textcolor(13);
write(hum1l,'/,denl,' = [',a[1]);
fori:=2to k do

write(* , “,a[i]);
write(']);
writeln;
textcolor(15);
writeln(‘Le frazioni ridotte o convergenti deflazione continua trovata sono');
for j:=1to k-1 do begin
x:=p(i);
y:=t();
write(x,'/',y," ; ");
end,
write(p(k),’/,t(K));
writeln;
writeln(‘Inoltre risolve |"equazione indetermiaax + by = ¢ ');
write('Immetti il termine noto dell"equazione=¢);readin(c);
nume:=p(k-1);
deno:=t(k-1);
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cl:=c div mcd(huml,denl);

if c mod mcd(numl,denl) = 0 then

begin

if numl*deno<denl*nume then begin a2:=-deno; bdme end
else begin a2:=deno; b2:=-nume end;

writeln(’x =',c1*a2,' e y = ',c1*b2);

writeIn('dove x =',c1,*(,a2,) e y =",c1::12,));

writeln(numl1*cl*a2,' + ',denl*cl1l*b2,' =',c);

end

else

writeln('L"equazione diofantea ',num1,'x + ' @igy = ',c,' non S risolvibile’);

readln;

textcolor(26);writeln;writeln;

gotoxy(4,24);

write("Vuoi ripetere con altra frazione ? (S/N)

gotoxy(46,24);readIn(risp);

until (risp="N") or (risp="n");

end.

Equazioni diofantee quadratiche

Tra tutte le equazioni di secondo grado a piugnde consideriamo quelle a due a coefficienti
interi. Poiché tali equazioni presentano piu inétegasse sono indeterminate: cioé se ammettono
soluzioni queste sono infinite. Le equazioni ind@ieate di secondo grado a due incognite
vanno sotto il nome di coniche e sono della forma:

ax? +bxy+cy*+dx+ey+f=0
Tali equazioni se soggette ad opportune trasforomaineari affini € possibile ridurle alla forma
X?-DY?’=1

Tale forma e dettBquazione di Pellqualora D non € un quadrato perfetto e le soluzibessa
vanno ricercate in ZQuindi le equazioni di Pell sono un sottoinsierabedequazioni
quadratiche a coefficienti interi e a soluziohd®@ volta intere: cioé sono equazioni diofantee.

Def. Si chiama equazione di Pell I'equazione ditfan % - Dy* = 1, dove D & un numero
intero positivo che non sia un quadrato perfetto.

Il primo metodo sistematico per risolvere tale emoize fu escogitato da Lord Brouncker nel
1657. Tale metodo consiste nello sviluppare inifr@e continua/D e prendere quella frazione
ridotta o convergente dello sviluppo tale cheethdminatore e il numeratore sostituiti alle
incognite risolvono I'equazione. Successivamerde/éallis che Fermat affermarono di aver



163

dimostrato che tale equazione e sempre risolvgglenteri; quest’ultimo aggiunse che tali
soluzioni intere sono infinite . Tuttavia la prirdemostrazione pubblicata di quest’ultima
affermazione si deve a Lagrange nel 1766. Peran@sdetto che I'equazione fu associata al
nome di Pell per errore da Eulero, credendo quastil metodo di soluzione esibito da Wallis
fosse dovuto a John Pell , un matematico inglefe sli@sso periodo.

Proposizione: Se (1% y1 ) & una soluzione dell'equazionexDy’ = +1, allora la frazioneii e
1
una ridotta o convergente dello sviluppo in fragi@ontinua di/D : cioé% = Z—" per qualche
1 n

n. Tale frazione approssima il valore\d : cioé vale la relazione

1
/D |<_2
Y1 Yi

Consideriamo la frazione continua

1 1 1 1 1
a,+ a,+ as+ ap+ 2a,+

VD = l[ag; a,, a,,as,..,a,,2a,] = ag+

Per mostrare che I'equazione di Pell ha infiniteizoni e che queste sono ottenute a partire da
ridotte o convergenti df/'D che corrispondono ai termini alla fine di ogniipdp, si procede in
guesto modo:

1) Se n e dispari il numeratore ed il denominatore di geiesinvergenti sono soluzioni

dell’equazione di Pell: cioe le coppie,, ; 9.) > P2n; 921) » P3n; Gzn) .-
2) Se n e pari tali convergenti forniscono alternativaneesluzioni dell’equazione con

termine noto-1 e dell’'equazione di Pell.:

a) Per—1 le coppie SONA(py; qn) , (Pzn; d2n) » P3n; qzn) -
b) Per +1 le coppie SON@zn+1; Gan+1) » (Pan+3s Ganss) » Pents; Gonts) -

Pertanto I'equazione di Pelle &€ sempre risolvilmtane affermato da Fermat, mentre I'equazione
con —1 non e sempre risolvibile. Il teorema, che andrawh@nunciare, permettera di trovare

altre soluzioni senza ricorrere alle ulteriori ceryenti della frazione continua relativa/A .

Se la coppia (X ; y ) non € la soluzione banalEatplazione di Pell, allora essa € una soluzione
positiva se e soltanto se+ yvD > 1.

Def. Si chiamasoluzione fondamentale dell’equazione di Beklla soluzione positiva che
rende minimo il valore dell'espressione+ yv/D

Teorema: Se la coppia { xy1 ) € la soluzione fondamentale dell’equazione dli Bkora tutte
le altre soluzioni positive (X Yk ) possono essere ottenute dall’identita:

xx + VD = (x1 +y:VD)"
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Per trovare la soluzione minima positiva possiapulieare un procedimento puramente
algebrico: cioé determinare il valore minimo diekativo all'espressione 1 + IF kn modo tale
che questa sia un quadrato perfetto e successivamerne y = ki, e calcolare successivamente

x=JT+ Dy’

NB. Le soluzioni dell’'equazione di Pell forniscono metodo di approssimazione dei numeri
reali che sono radici quadrate di interi positia. ricerca di tali soluzioni offre un metodo rapido
di convergenza di valori approssimanti tali radjcadrate.

Esempio Data I'equazionex? — 3y? = 1 determinare eventuali coppie (X ;y) di interi
positivi che risolvono tale equazione.

Risoluzionelntanto si tratta di una equazione di Pell, padassa e risolvibile per valori interi
positivi delle incognite. Applichiamo il metodo dminvergenti di/3 , dopo aver calcolato i

quozienti parziali col metodo escogitato da Bombigitanto 1 <+/3 < 2, pertanto possiamo
scrivere

1) V3=1+x con 0<x<1
Eleviamo ambo i termini della 1) al quadrato, wigeno
3=1+2x%x

Sottraiamo ad ambo i membri di quest’ultima 1 eogtiamo la x a secondo membro ,
otteniamo
2=x(2+xpacui operando si ha

2 1 X 1
X = — i X = —= et - = —
2+x 1+5 2 2+x

Andando a sostituire in 1) e poi a catena le dtime relazioni, abbiamo

V3=1+

1
14—

24—
T
1+51

Ottenendo cosi lo sviluppo in frazione continu&8l, che possiamo anche scrivere:
V3=1[1;1,2,1,2,..]

PoichéyV3 & un numero irrazionale quadratico la frazionetioom risulta periodica; possiamo
quindi scrivere

V3=[1;1,2]
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. .. .o 1 2 5 . . . N
Le frazioni ridotte o convergenti nsultano:; b T3 poiché la lunghezza del periodo e 2 =

n+1, allora n =1 & dispari la coppia ( 2 ; 1) rigkaalla convergent% risolve la nostra

equazione, tale coppia risulta minimale positiveaysglio ottenere le ulteriori soluzioni positive
basta estendere il periodo e trovare le convergémtiline dipari:

0 2 3 4 5 6 7 ,..

7 19 26 71 97

) ) s , €cCC.
47’ 11 7 15 7 41 56

) ) 1 ’

1 2 5
1 1 3

Le coppie che risolvono I'equazione sono:

(2;1) , (7;4) , (26;15) ,97;56) ,

Un altro metodo, fondandosi sul Teorema enunciaposs ci permette, nota la coppia
fondamentale (2; 1), di trovare le ulteriorppte soluzione:

X+ Y3 = (2+1v3)  con k=1,2,3, ...
per k=2-> %+yW3 = (2+1V3)°=4+3+4V3=7+4y3 > (7;4)

per k=3 - x+¥/3 = (2+1V3)°=8+12/3+18+3+/3 =26+ 153 - (26;
15)

...... cosi di seguito.

Verifichiamo che la coppia (26 ; 15) approssimaalore+/3 con una accuratezza superiore
all'inverso del quadrato di 15:

26 1
—— 3| < —
15 \/— 152

Infatti , sviluppando i calcoli si hache 0,282525 < 0,08 ; se volessimo una maggiore
accuratezza, basterebbe scegliere la coppia ®@7:; 5

1

97
= V3| <ze

Sviluppando i calcoli, si ha: 0,000092049 < 0,0DEEs/7.

Abbiamo detto sopra che ogni equazione di secoralioga due incognite € possibile mediante
opportune trasformazioni affini trasformarle iruegioni del tipo %+ D y*=1. Se D <0, allora
tale equazione e un’equazione di Pell e pertangoiesta possiamo individuare le infinite
soluzioni intere positive, se B 0 ,allora 'equazione trasformata ammette solo&snliuzione
positiva quel-la banale (1 ; 0) . Vediamo con serspio quanto detto:
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Sia data I'equazion@x? + 36xy + 15y2 — 16x — 18y + 6 = 0. Dopo averla trasformata
nella forma %- Dy = 1, determinare di questa eventuali valori inpesitivi di x e y che la
verificano.

A tal proposito applichiamo la seguente trasformagiaffine equivalente:

2 3 1
ﬁ_ — —
XmgXTEYT g

1.2 3
ﬁ_— — —
Y 7XT7Y Ty

all'equazione data, otteniamo
2(2 +3 +1)2+36(2 +3y+ 1)(—x+2 +3)+15( +2y+3)%+
49 T 49 XY xwey 49° ¥

2 2x+3y+1) -2 (-x+2y+3)+6=0
Operando algebricamente e riducendo i monomi sisnife
X*-6y=1

che risulta un’equazione di Pell, essendo D =06 €erchiamo la soluzione positiva minimale
col metodo delle frazioni continue:

Ora lav/6 sviluppata in frazione continua risulta:

.. . 2 5
Le cui ridotte o convergentl sonc: 35 20 789 '

1 )
Poiché la lunghezza del periodo € 2 = n+1 , n disgari ; pertanto la coppia (5,2)ela
soluzione minimale ; l'ulteriore soluzione € (420), ecc

Diamo qui per inciso che la rappresentazione gaad&l’equazione di Pell € un’iperbole di
centro (0 ; 0) con asse trasverso y = 0 vedia®ordinate positive € la soluzione banale (L ; 0

e asinto-ti le rettex —vV6 =1 ex +V6y =1
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»
/

Qualora effettuata la trasformazione il D dovessd@tare negativo, allora I'equazione
x*-Dy =1
risulterebbe I'equazione di una ellisse di cenfrg @) , assi x=0 e y=0 e vertici (1,0) , (-1,0) ,

1 1 o . L .- N .
(0 ; ﬁ) : (0 ; —ﬁ) e pertanto I'unica soluzione a soluzioni intersipee € quella banale (1 ;
0).

Esempio:  Sia data 'equaziod®x? — 26xy + 9y? + 30x — 10y + 4 = 0. Dopo averla
trasformata nella forma®x D y? = 1, determinare di questa eventuali valori inpesitivi di x e
y che la verificano.

A tal proposito applichiamo la seguente trasformagiaffine equivalente:

12 2
ﬁ_ — Y] — —
XmgXTEY T3
3 1.1
ﬁ_—— —
Yy o gXTyy Ty

all'equazione data, otteniamo
46( + 2y — 2)? 26( +2y—-2)(3 +1)+9(3 +1)% +
49 * T2 49 ¥ T2 =y 49 X 7Y

+2(x+2y-2) -2 @x—y+1)+4=0
Operando algebricamente e riducendo i monomi sisnifey

X*+5y=1
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equazione che risulta verificata da coordinatetpsesclusivamente da (1 ; 0): infatti
rappresentando tale equazione in un sistema dcadssiani si ha:

\/“

N

Il seguente programma in Turbo Pascal ti permettisalvere I'equazione di Pell col metodo
delle frazioni continue del numero irrazionale qagido+/D

program Risoluzione_Equazione_di_Pell _con_le_frazimontinue;
{$N+}
uses crt;
label 1,2;
var num,num1Kk,i:integer;

rad,q,r,ql,x,y:real;

a,m:array[1..100] of real;

risp:char;
function p(i:integer):real,
begin

if i=1 then p:=a[1]
else if i=2 then p:=a[1]*a[2]+1
else if i=3 then p:=a[1]*a[2]3]+a[1]+a[3]
else p:=a[i]*p(+p(i-2)

end;
function t(i:integer):real,
begin
if i=1 then t:=1
else if i=2 then t:=a[2]
else if i=3 then t:=a[2]*a[3]+
else t:=a[i]*t()4t(i-2)
end;
begin
repeat
clrscr;

textcolor(14);
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writeln('Questo programma ti permette di determeria frazione ridotta o convergente');
writeln('della frazione continua del numero iicamle quadratico 4D, relativo ");
writeln(‘all"equazione di Pell: Xy -D Yy= i)l
writeln('E successivamente determina i valoriadebppia ( X ; Y ) che risolvono’);
writeln('l'equazione sopra scritta.");
writeln;
textcolor(11);
write('Immetti il numero intero: D = ( < 100 y@adin(num);
numl:=num,;
textcolor(14);
writeln;
writeln('La frazione continua risulta periodicasta, gli elementi del periodo’);
writeln('sono posti dentro parentesi graffe seXk; se k=2, il periodo S *);
writeln(‘costituito dall"ultimo elemento: notdeesimmetria dentro parentesi rotonda .");
writeln;
k:=1,
rad:=sqrt(num);
g:=int(rad);
r:=rad-q;
ql:=q;
repeat
a[k]:=q;
r:=1/r;
g:=int(r);
r:=r-q;
ki=k+1
until g=2*q1;
textcolor(12);
if k<>2 then
begin
write("0’,numl," = [,a[1]:2:0,", {(";
for i:=2 to k-2 do
write(a[i]:2:0,", ");
write(a[k-1]:2:0, ") ,");
write(' ',2*q1:2:0);
writeln('}]);
end
else
write("0’,numl," = [',a[1]:2:0,", ', 2*q1@®1);
writeln;
writeln(‘a[1]=",a[1]:3:0,"; k="Kk);
x:=p(k-1);
y:=t(k-1);
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textcolor(13); writeln;
writeln('La frazione ridotta o convergente déizione continua ');
writeln('Risolvente ["equazione di Pell: Xynum1,'Yy=fi1 S:'x:3:0,/,y:3:0);
writeln;
writeln('ll valore di x =',x:3:0,"' mentre quelttella y = ',y:3:0);
writeln;
Ifkmod2=0
then
begin
writeln('La coppia (x;y) risolve I"egzione Xy- ',num1,"Yy= -1, risultando n=k-2 pari');
writeln('infatti: ,sqr(x):5:0," - ";md*sqr(y):5:0," = -1%);
end
else
begin
writeln(‘'La coppia (X;y) risolve I"egzione Xy- ',numl,'Yy= 1, risultando n=k-2
dispari®);
writeln('infatti: ',sqr(x):5:0," - ,md*sqr(y):5:0,' = 1");
end,
writeln;
textcolor(20);
write("Vuoi ripetere con altri coefficienti ?/{(§ );
readIn(risp);
until (risp="n") or (risp="N’);
end.

Conclusione

Lo studio delle frazioni continue € molto importpiu di quanto possa sembrare dalle
applicazioni esposte precedentemente dall’'appr@sone mediante frazioni di radicali
quadratici, alla risoluzione di equazioni lineanfdntee e di equazioni di Pell. Oggi diverse
teorie fanno uso di tale strumento per la svilugpstrategie e algoritmi risolutivi nell’ambito
della ricerca oggetto di studio : cosi la Teoriaktattali , la Teoria delle Stringhe, la Teorid de
Caos o dei Sistemi dinamici Caaotici.

La stessa funzione Zeta di Riemann e possibileresga attraverso funzioni continue : infatti
scritta attraverso laasformata di Mellin

(s) == —s- [ h()x* " dx

essa presenta la funzioh&), detta mappa di Gausscome sviluppo in frazione continua di x, .
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L , . ., 11
Sex = [a4, a,, as,...] b — allora h(x) é il reciproco di x: CIOb(X)=; — ;J, dove
a t——

1
a2+a3+...

1] .. ) ) ) 1.
—J e il massimo valore di x minore €i
X X
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Elenco
dei programmi in Turbo Pascal
CAPITOLO |
1) Ricerca dei valori della funzione di Eulega(n)
2) Ricerca dei valori delle funzioni: divisod(n) e somma di divisod (n)
3) Ricerca dei valori x e y della funzionén) , che verificanoc? + y2 =n
4)  Ricerca dei valori della funzione dididius: u(n)
5)  Verifica del Teorema di Gauss
6) Verifica della moltiplicativita della funziorgi Eulero ¢ (n)
7)  Ricerca dei divisori del prodotto di due nunassegnati
- . a+b\? a-b\2
8) Verificadia-b = (T) — (T) con a,ke N,
9) Verifica della congettura di Leibnitz
10) Verifica della congettura di Nicomaco sul cuban numero
11) Somma dei cubi dei priminumeri naturali
12) Verifica della congettura di Golbach
13) Verifica della relazione di Lagrange
14)  Verifica della congettura di Girard
15) Sezione Aurea
16) Ricerca dei numeri amicabili
17) Numeri primi di Sophie Germain
CAPITOLO I
18) Funzione Gamma e fattoriale: nI'£ n)
19) Funzione Gamma per n multiploﬂi;-
20) Funzione Zeta
21) Funzione di Lionville ( prima versione )
22) ( secangkrsione )
CAPITOLO I
23) Verifica del teorema di Bezout
24) Crivello di Eratostene e ricerca del numerordeneri primi
25) Scomposizione in fattori primi di un numeraintero positivo
26) Ricerca dei numeri primi in un dato intervallo
27) Teorema e corollario numeri primi g=&°
28) Teorema di fermat sulla decomponibilita F=k&
29) Numeri primi nelle forme di Leibnitz
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43
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47

63
65

71
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74

85
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97
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30) Verifica della densita dei numeri primi rispe#t quella dei quadrati perfetti
31) Ricerca dei divisori di un numenccol metodo della scomposizione
32) Verifica del Teorema di Eulero
33) Codice RSA
34) Verifica del Piccolo Teorema di Fermat
35) Potenza modulare
36) Ricerca dei numeri di Carmichael ( prineasione )
37) ( seconda versione )
38) Test di primalita col metodo di Solovoj- Strass
39) Test di primalita col metodo di Miller-Rabin
40) Ricerca dei numeri di Perrin
41) Ricerca dei numeri di Cullin
42) Ricerca dei numeri di Bell
43) Ricerca dei numeri di Woodall
44) Verifica della congettura di Bertrand
CAPITOLO IV
45) MCD con l'algoritmo di Euclide
44 ) Identita di Bézout
46) Dallalgoritmo di Euclide alla frazione contiau
47)  Sviluppo di un numero irrazionale quadraticdrazione continua
48) Risoluzione equazione lineare diofantea
47 ) Risoluzione equazione di Pell
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