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CAPITOLO | 1

GEOMETRIA EUCLIDEA E CONICHE

1 Introduzione

Euclide e gliElementivengono spesso considerati appaiati, come seot@utegliElementiavesse
scritto solo quell’opera di geometria. In realtd egeva prodotto una dozzina di trattati che copri
vano vari argomenti: dall’ottica all’'astronomia lldamusica alla meccanica, cosi pure aveva scritto
un libro sulle sezioni coniche. Tuttavia piu deti@ta di cio che scrisse € andato perduto, comprese
alcune delle sue opere piu importanti, come itatatsulle coniche. Sembra che Euclide prendesse
spunto dalla definizione stereometrica delle curwetenuta nell’opera di Menecno e sviluppasse in
modo indipendente le tre curve , come d’altrondeefe tutti gli autori prima di Apollonio. Infatti
alcuni storici ritengono che la perdita di talgtato di Euclide puo essere attribuita al fatto bhe
pera di Apollonio sulle coniche soppianto tuttepere precedenti per la completezza e 'ampiezza
dei contenuti .

In questo capitolo , utilizzando gli argomenti dejleometria euclidea, percorreremo I'impostazione
stereometrica per ricavare la relazione di Apotloaiper giungere a determinare le coniche come
luoghi geometrici, stabilendo proprieta e relazigappmetriche dei punti di tali figure. Pertanto é
richiesto al lettore la conoscenza degli argomeutitcetti, postulati, teoremi, corollari, trattaégli
Elementi argomenti che costituiscono oggi la strutturatgoae di un testo di Geometria Razionale
di un qualsiasi corso di scuola superiore. Quiammo richiamati gli enunciati di postulati o di
teoremi di geometria piana o di geometria solida sérviranno alle dimostrazioni che si andranno
a sviluppare, essenziali alla comprensione deltaisiche si vorranno raggiungere. L'utilizzo di
strutture algebriche sara limitato al solo scopoeddere piu chiari e piu snelli eventuali algoritm
operativi.

Richiami generali di stereometria

Postulato 1) Una linea piana semplice, chiusaintacciata, divide il piano in due regioni: cosi
caratterizzate
a) Dati due punti appartenenti alla stessa regionsteesn arco di linea che non interseca la
linea piana che delimita la regione
b) Dati due punti appartenenti a regioni diverse, guo@lie arco di linea che unisce i due
punti interseca la linea piana che delimita lesegi

Postulato 2) Tre punti non allineati appartengadan solo piano
Da questo postulato si deducono i seguenti lemmi
Lemma 1) Una retta ed un punto non appartenenéssalindividuano un solo piano

Lemma 2) Due rette che si intersecano appartengdrun solo piano



Teorema 1) Se due piani hanno in comune un pultoadnanno in comune una retta passante per
quel punto

Da questo teorema discende la seguente definidiomtta nello spazio:
Def. 6) La retta nello spazio € la figura intefsae di due piani aventi in comune un punto

Teorema 2) Se una retta & perpendicolare a due dietin piano, allora essa é perpendicolare al
piano

Teorema 3) Se dal piede di una perpendicolare agiamo si conduce la perpendicolare ad una
gualunque retta del piano, questa risulta perpefatie al piano individuato dalle prime due rette.

Def. 1) Sichiamaroiezione di un punto sopra un piait@iede della perpendicolare condotta dal
punto al piano.

Def. 1a) Si chiamaroiezione di una figura su un piate figura costituita dalle proiezioni sopra il
piano dei punti della figura data.

Teorema 4) L’angolo acuto che una retta uscentguaimente da un punto di un piano forma con
la sua proiezione sul piano € minore dell'angole eksa forma con ogni altra retta uscente da quel
punto e giacente sul piano.

Da questo teorema discende la seguente definidicaregolo fra retta e piano:

Def. 2) Si chiamangolo fra retta e pianangolo acuto che una retta forma con la sua grore
sul piano.

Def. 3)Due piani si dicono parallelguando non hanno alcun punto comune od hannodasimea
giacitura.

Teorema 5) Se due rette, che si intersecano, sarallgde ad un piano, allora il loro piano é
parallelo al piano dato.

Teorema 6) Due piani perpendicolari ad una stestta rin punti distinti, sono paralleli

Teorema 7) Le rette intersezioni di due piani peliaton un terzo piano sono retta parallele.

Teorema 8) Un fascio di piani paralleli determimmgora due trasversali due insiemi di segmenti
direttamente proporzionali



Superficie conica € cono

Siano dati una circonferenz@ ed un punto V non appartenente al pian®.di

Def. 4) Si chiamauperficie conica indefinitad una falda ( o a due falde ) la superficie genera
da una semiretta ( 0 da una rettag Juscente ( 0 passante ) da V quando questa degattvi
punti diQ

=

Il punto V é dettoverticedella superficie conica indefinita. \

La semiretta ( o la rettag)é dettageneratrice della superficie ‘\‘
conica indefinita: ogni semiretta ( o retta ) ugeeda V ( 0 ‘
passante per V) e avente in comune €oan suo punto puo
fungere da generatrice della superficie conica finda, \
pertanto la semiretta ( 0 la rettg hel descrivere i punti della?/ \
circonferenzal individua infinite generatrici. e AN
La circonferenzal e dettasostegnodella superficie conica N
indefinita. N
La semiretta ( o la rettad uscente da V ( 0 passante per V) YN\
e passante per il centro della circonferefizé dettaretta s AN\
fondamentale.

Def. 5) Si chiama&ono indefinitola parte di spazio delimitata da una superficieic@ indefinita e
dai punti della superficie conica indefinita

Il cono indefinito pud essere ad una o a due fald&a superficie conica indefinita € a sua volta ad
una o a due falde; nel caso che il cono indefigiad una falda , esso e detto semplicemente cono
indefinito.

Def. 6) Si chiamasuperficie conica di rotazionk superficie conica indefinita generata dalla
semiretta ( o dalla rettag), che nel descrivere la circonfererfzdrma con la retta fondamentaée
un angolo acuto costante.

Il cono indefinito determinato da una superficiaica indefinita di rotazione e dettono indefini-
to retto,la retta fondamentale € dettaasse di rotazioné o semplicementasse), I'angolo acuto
formato dalla generatricg e dalla retta fondamentateé dettoangolo di semiaperturael cono
indefinito retto.

Def. 7) Si chiamaono finito( o semplicementeono) la parte di spazio delimitata da un cono
indefinito e da un piana, che interseca tutte le generatrici del cono imaef
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Il cono finito pud essere obliquo o retto: e retéd caso il cono indefinito che delimita il conaifo
e un cono indefinito di rotazione e la retta fondamalea & perpendicolare al piama Il piano
interseca il cono indefinito di rotazione in una cerchio, che costituisce la base del cono finito.
Se la retta fondamentale a e perpendicolare a 1, allora il piede di a su m coincide con il
centro del cerchio base.

Def. 8) Si chiama cono retto il cono finito tale che il piede della perpendicolare condotta dal
vertice cade nel centro del cerchio di base.

Dato un cono finito, sié la proiezione della retta fondamentaesul pianom. La retta b interse-
ca due generatricir ed s della superficie conica rispettivamente nei pung B. Il triangolo
AVB e dettotriangolo fondamentalenel caso di un cono retto tale triangolo € isos@tementi e
scaleno.

La figura 1) illustra il seguente teorema:
Teorema 9) Un piana passante per il vertice V di una superficie cohigan comune con essa
1) ipunti di due generatrici ( fig. 1a ) oppure
2) ipunti di una generatrice ( fig. 1b) oppure
3) il solo vertice V (fig.1c),
se I'angolo che esso forma con I'asse sia
1) minore oppure
2) congruente oppure
3) maggiore
dell’angolo di semiapertura della superficie conica




La fig.2) illustra il seguente corollario del teana 9) :

Corollario: Un pianart parallelo ad un piana@ passante per il vertice di una superficie conidaa
falde interseca

1) tutte le generatrici eccetto due, il cui piano eaplelo ad esso, (fig.2a ) oppure

2) tutte le generatrici eccetto una, che e paralldlesso, ( fig.2b )oppure

3) tutte le generatrici ( fig.2c),

se I'angolo acuto che esso tooon l'asse sia

1) minore oppure

2) congruente oppure

3) maggiore

dell’angolo di semiapertura della superficie conica

y

a) b) c)

Fig. 2

Superficie sferica e sfera

Def. 9) Si chiamauperficie sfericda figura geometrica generata da una semicirconfare in
una rotazione completa attorno alla retta sostelghsuo diametro.

Il centro O ed il raggia della semicirconferenza sono ilcentro ed il raggio della superficie
sferica. Poiché i punti della superficie sfericd,essi soltanto, hanno distanza dal centro O uguale
al raggior , si puo dare una nuova definizione alla superfaterica:

Def. 10 ) Lasuperficie sfericali centro O e raggio re il luogo geometrico dei punti dello spazio
aventi distanza da O uguale al raggio

| punti dello spazio, la cui distanza dal centraida superficie sferica € minore del raggio, sbdec
interni; quelli la cui distanza € maggiore del raggioisodoesterni.



Def. 11 ) Lasfera e la figura geometrica formata da una superfi@daa e dai suoi punti interni.

Teorema 10 ) Una retta ha in comune con
una superficie sferica due punti o uno

solo o nessuno se la distanza della retta
dal centro della superficie € minore,
eguale o maggiore del raggio.

Da questo teorema discende la seguente
definizione:

Def. 12 ) Una retta si dicgecante, tangente od ester@a una superficie sferica se ha in comune
con essa due, uno 0 nessun punto.

Nel caso che la retta € tangente il punto comuhetté punto dtangenzao di contatto.Si dimostra
il seguente teorema:

Teorema 11 ) La retta tangente ad una superfieigcafeé perpendicolare al raggio della superficie
che passa per il punto di contatto.

Teorema 12 ) Un piano ha in comune con una supedierica una circonferenza o un punto o
nessun punto se la distanza del piano dal centta sigperficie € minore, eguale o maggiore del
raggio.

Fig. 4
Corollario: Un piano diametrale interseca la sftipersferica secondo una circonferenza massima,
avente per centro e per raggio il centro e il raghtglla superficie stessa.

Da questo teorema discende la seguente definizione:

Def. 12 ) Un piano si diceecante, tangente od esteraal una superficie sferica se ha in comune
con essa una circonferenza, un punto o nessun.punt

Nel caso che il piano é tangente il punto comurde®o punto ditangenzao di contatto. Si
dimostra il seguente teorema:
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Teorema 13 ) Il piano tangente ad una superfiggcst € perpendicolare al raggio della superficie
che passa per il punto di contatto.

Teorema 14 ) Segmenti di tangente condotte da notopu &
esterno V ad una superficie sferica sono congrueshil
luogo geometrico dei loro punti di contatto € un
circonferenza minore, il cui piano € perpendicolalia
retta diametrale passante per V.

La circonferenza dei punti di contatto €& detta
circonferenza di contattda questo teorema discende la
seguente definizione: Fig. 5

Def. 13) Unasuperficie conicasi dicecircoscrittaad una superficie sferica, se le sue generatrici
sono tangenti alla superficie sferica
Corollario: Segmenti di generatrici di una supeeficonica circoscritta ad una sfera, compresiltra i

vertice V e i punti di contatto, sono congruentaesirconferenza di contatto e perpendicolare alla
retta diametrale passante per V.

Sezione conica

Def. 14) Si chiama&ezione conicay semplicementeonica la figura geometrica ottenuta dall’in-
tersezione di una superficie conica indefinita a thide con un pianm non passante per il vertice.

La sezione conica, essendo ottenuta dall’intersezib una superficie conica indefinita a due falde
con un pianat non passante per il vertice, come figura geomeéttiaa linea piana semplice chiusa;
per il Postulato 1) essa divide il piamoin due regioni: i punti della regione piana inteatia
superficie conica sono defunti interni alla sezione conica, mentre i punti della regiorsng
esterni alla superficie conica sono dptinti esternialla sezione conica.

Dalla Def. 14) e dal Corollario del Teorema 9 sézioni coniche possono essere di tredipersi,

che da Apollonio di Perga ( ? 262 — 190 a.C. )angono denominatigerbole, Parabola ed Ellis-
se.Caso particolare dell’ellisse € Girconferenzacome conica; perché come figura geometrica era
stata studiata in modo completo dallo stesso Eeiclal suoElementi L'iperbole a differenza delle
altre coniche é costituita da due rami.

Studiamo ora una per una le diverse coniche, iddamndo proprieta e relazioni stereometriche e
piane dei punti delle figure sezione, che scritte formalismo algebrico moderno ci permettono di
scrivere condizioni ed equazioni.

Analizziamo dunque una per una le diverse coniche.



ELLISSE

2

/ -




Preliminari

Facendo riferimento alla fig. 6) , siano dati so@erficie conica indefinita di rotazione, con et
inV e ass@&, un pianom, che non passa per il vertigee che forma con I'asgeun angolo maggio-
re dell’angolo di semiapertura della superficieicanTale piano, per il corollario del teorema 9) ,
interseca tutte le generatrici della superficieican cui punti di intersezione costituisconoitgura
piana sezione conida: dettaellisse.

Si consideri la rettéb proiezione dell'assa sul pianon, tale retta interseca due generatrieds,
simmetriche rispetto ad, rispettivamente nei punth e B con VA<VB: infatti VA sottende
'angolo acuto tra retta e piano, mentre VB soteehidngolo supplementare di questo che risulta
essere ottuso.

Il pianox taglia la superficie conica in due parti: I'insierdei punti dello spazio della superficie

conica, dei suoi punti interni e quelli del piamgi@terminano un cono obliquo e un tronco di cono
. . . . . N e . . . 2
indefinito. Relativamente al cono obliquo é podsiimscrivere ed exinscrivere due sferé e ¢

di centri rispettivament® edO’, che toccano internamente la superficie conicke m@iconferenze
A1 e k di diametri rispettivament€W edRS ( con T ed R appartenenti alla generatrice r eWwon
ed S appartenenti alla generatrice s ) e di cespettivamentéH; ed H, (con O, O’ , Hed H
appartenenti all'asse a del cono ). Le sfetke #”? sono pure tangenti al piamaei suoi puntF;

ed F,, che appartengono alla retta proiezibngell’'assea sun e pertanto sono interni al segmento
AB.

Teorema 15: Dimostrare che i punti di; e A, appartenenti alla stessa generatrice , sono
equidistanti e le circonferenze di contdtie A, appartengono a piani paralleli.

Dimostrazione:

Consideriamo le generatrici r,s e v condotte dat&hgenti alle due sfere” e ~ rispettivamente nei punti
TedR,WedS,Ledl Peril Teorema 14), i pdetle circonferenz&; e X, sono punti di tangenza alle
sfere ¥~ e 7° condotte dal vertice V del cono pertanto dettitprispettivamente diA; e A, risultano
equidistanti dal vertice: cioé VT =VW e VRV, cosi pure VT =VL e VR =VI. Applicando il
Teorema: “ Somma o differenza di segmenti congrigmo congruenti “ , possiamo affermare che: VR
VT =VS-VW e
VR-VT =VI -VL. Ma VR-VT=RT, VS-VW=WS e VI-VL=LI, quindi RT =WS; cosi pure
RT = LI ; e, per la proprieta transitiva della camgnza possiamo scrivere che

RT =WS = LI
Sempre per il teorema 14) i piani delle circonfeeemli contattdh; e A, sono perpendicolari alla rette
diametrali delle due sfere, che coincidono entrantel’assea del cono, pertanto per il Teo-rema 6) i due
piani sostegno di; e A, sono paralleli.

C.Vv.D
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Teorema 16: Dimostrare che il segmefB e congruente ai segmenti di estremi i puntide A,
_ appartenenti alla stessa generatrice.

Dimostrazione:

Consideriamo i due segmenti AB e WS, i cui estreomo rispettivamente Ae B, W e S: con A e B aster
alle due
sfere v e~ , mentre W appartiened e S appartie-ne a.
Consideriamo il punto A, esterno alla sfera, AR ed AR che sono segmenti di tangente : b ed r, condotti
dallo stesso punto A, per il Teorema 14 risultemogruenti: AR = Ak
Consideriamo il punto A, esterno alla sfera, AT ed AR che sono segmenti di tangente : r ed b, condotti
dallo stesso punto A, per il Teorema 14) risultaongruenti: AT = Ak
Per il Teorema “ Somme o differenze di segmentigcoenti sono congruenti” si deduce che AT + AR =
AF;+ AF; ma AT + AR = TR, quindi AF+ AF,= TR per la proprieta transitiva della congruenza.
Consideriamo il punto B, esterno alla sfera, e consideriamo BS ed BEhe sono segmenti di tangente : s
ed b, condotti dallo stesso punto B, per il te@d) risultano congruenti: BS = BF
Consideriamo il punto B, esterno alla sferg e consideriamo BW ed BEhe sono segmenti di tangente : s
ed b, condotti dallo stesso punto B, per il Te@dd) risultano congruenti: BW = BF
Per il Teorema “Somme o differenze di segmentigcoenti sono congruenti” si deduce che BS + BW =
BF,+ BF;; ma BS + BW = WS, quindi BF BF,= WS per la proprieta transitiva della congruenza.
La tesi del Teorema 15) afferma che TR = WS, duied la proprieta transitiva della congruenzaesute
che
1) A+AF,=BF,;+BF,
| segmenti Aked BR si possono decomporre in somma di segmenti: cioé
A= AF 1+ FiF, e BFE BR+ FF;
Sostituendo in 1) dette somme, si ha :
AF, + AF, + RF, = BR + R, + BR,
Sommando segmenti congruenti ed sottraendo ad atabrini il segmento f,, si ottiene:
2 AF, = 2Bk
Dal teorema “ Se due segmenti sono congruentraaiono congruenti le loro meta “, discende che
AF, = Bk
Andando a sostituire in 1) la congruenza si traséoin un identita: infatti
BF,+AF,=BF;+AF,; = AB
Ma AF+AF,=TR, che € lo stesso BF AF, = TR; per la proprieta transitiva della congruenza
sihache AB =TR, che a sua volta & congrueitSee LI. Di qui la tesi che AB é congruente allstahza
dei punti dii; e A, appartenenti alla stessa generatrice.
C.V.D.

Corollario : | punti di tangenza;Fed F, delle due sfere”” e " col pianox hanno la stessa
distanza rispettivamente da A e da B: ciog ABF,

Teorema 17) Se M & punto medio di AB allora Muatp medio di ..

Dimostrazione:

Nel corso della dimostrazione del teorema 16)mwio&ato che A= BF,, per ipostesi M & punto medio di AB: cioé
AM = MB. Per il Teorema “ Somme o differenze di semti congruenti sono congruenti” possiamo scrivfe

AM - AF;=MB - BF,:cioé kM = MF, pertanto M € punto medio dif.

C.V.D.
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Prima definizione di Ellisse secondo i canoni doApnio

Sia M il punto medio di AB e si tracci sul pianda retta perpendicolare ad AB, tale retta inteasec
la sezione conich nei punti Q e Q'.
Sia P un generico punto della sezione cohiearacciamo da P la retta perpendicolare sul ptano

alla retta b, tale retta interseca b in N, cheittoste il piede della perpendicolare condotta dal®?
e la sezione conidanel punto P’, simmetrico di P rispetto alla reitaAl variare di P s, variano
i punti N e P’: mentre restano invariate le posizidi tutti gli altri punti sia della superficie na
sia del pianar. Pertanto stabiliti

a) Il cono circolare retto con il suo angolo di sepadura

b) Il piano=n diintersezione, che forma con I'asse a del aandeterminato angolo acuto

c) Laretta b proiezione dell'asse a sul pian®le intersezioni di b con due generatrici: A e B

d) Le sfere inscritte ed exinscritte al cono obligunitd intercettato dalla superficie conica

indefinita e dal piana con le relative circonferenze di tangenza.

Possiamo affermare che i segmenti con relativgianze assolute AB, QQ’ ;i , sono delle
costanti: cioé non dipendono dalla scelta del pgetwerico P della sezione conicacio permette
con scrittura moderna di porre AB =2a, QQ’'= ZBl&=2c, dove a, b e c sono dei parametri:
cioé grandezze assegnate ma non note.

Facendo sempre riferimento alla figura 3), tracaatal generico punto P la circonfereizai cui
punti giacciono sulla superficie conica. Tale cifemenza é costituita da punti equidistanti dal
vertice V del cono e pertanto come pere per, il suo piano e parallelo a quellodie’; . Sia
DH il suo diametro con D appartenente alla generatred H appartenente alla generatrice s. Il
piano sostegno dikz ha in comune con il pianoil punto P e per il teorema “ Se due piani hanno
in comune un punto hanno in comune una retta pgspanquel punto “ la retta sostegno di PP’ e
la retta intersezione dei due piani. Pertanto Nadjgne al diametro dise PP’ &€ ad esso perpen-
dicolare.
Consideriamo il triangolo DPH. Essendo inscrittaira semicirconferenza esso é retto in P. Poiché
PN é perpendicolare a DH in N suo elemento, DNiléezza di DPH relativa all'ipotenusa DH. A
guesto triangolo applichiamo il Il Teorema di Edelie pertanto possiamo scrivere:

2)  PN=DN x NH

Sia G il punto di intersezione di b con la rettategno del diametro RS .

Si considerino i due triangoli DAN e RAG. Quesinimo
DAN =RAG  perché in comune
ADN = ARG  perché corrispondenti di [INRS tagliate dalla trasversale AR
AND = AGR  perché corrispondenti di INRS tagliate dalla trasversale AG
Avendo tutti gli angoli congruenti i due triang®AN e RAG risultano simili per il 1° criterio di

similitudine dei triangoli e pertanto hanno i letiproporzione:

AN:AG=DN:RG dacui DN=

Si considerino i due triangoli NHB e BSG. Questiha
NBH = GBS  perché opposti al vertice
BNH =BGS  perché alterni interni di DJNRS tagliate dalla trasversale b
NHB = GSB  perché alterni interni di NRS tagliate dalla trasversale s

AN-RG
AG
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Avendo tutti gli angoli congruenti i due triang®HB e BSG risultano simili per il 1° criterio di
similitudine dei triangoli e pertanto hanno i letiproporzione:

NH:SG=NB:BG dacui NH=Ni:G

Andando a sostituire in 2) DN ed NH , otteniamgédguente relazione :
H)NZ = AN - NB . RG-SG
AG'BG

In questa relazione al variare di P varia comedgtéo N e di conseguenza AN e NB, mentre RG,

. . RG'SG . R
SG, AG e BG non dipendono da P. Pertanto il rappom risulta una costante. Il punto Q e

un particolare punto di, quindi si trova nelle stesse condizioni di P ecjgesoddisfa alla stessa
relazione 3), tenendo conto che il piede della @edprolare di Q sb € il punto M si ha

M2 = am -mp - 2656
QM* = AG - BG
Ma AM = MB, essendo M punto medio di AB, pertanta relazione diventa:
o = amz . BG 56
B AG - BG
Dividendo ambo i termini per AR, otteniamo
RG-SG _ QM?
AG-BG  AM?
Sostituendo nella relazione 3) e considerando dhe B — AN, si ha
2= AN - (AB — . om?
4) PN*=AN:(AB—AN)" -
Posto AB =2 AM, si ha
PN? = AN - (2AM — AN Qm?
Moltiplicando e semplificando, si ha
20M? QM?
PN? = —— AN — —— - AN?
AM AM?

Che éla relazione trovata da Apollonia
Considerato che all'inizio si € posto con scrittpemametrica che QQ’ = 2b, quindiQM =b ; e,
AB = 2a, quindi AM = a , la relazione di Apollontventa:

2b? b?

PN? = —-AN — — - AN?
a a
2b? . .
Posto | = R la relazione diviene
b2

PN? =1-AN — —Z-AN2
a

Questa relazione afferma:
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“ Assegnato un segmento di misurarovare il rettangolo che diminuito di un quadraia
equivalente ad un secondo quadrato “

Da questa affermazione scaturisce il nome attobaiguesta sezione coniEdlisse che in greco
significamancante cioée il quadrato € equivalente al rettangoldath assegnatbmancantedi un
guadrato . Questa parola era gia nota ai matengaci che I'avevano usata in un altro contesto
nella risoluzione geometrica di equazioni di secogdado: X + k¥ = ax. ( vedere Appendice )

Def. 15) Si chiamellissela sezione conicRi cui punti P soddisfano la relazione

2
PN2 =1-AN — % -AN?, dove N ¢ il piede della perpendicolare condo#tddalla retté,
2b?
| = — cona e b parametridella conica

Ricerca dell’equazione dell’ellisse a noi oggi natgartire dalla relazione di Apollonio

Vogliamo ora con simbologia dell'algebra modermavaire I'equazione dell’ellisse oggi nota in
gualsiasi corso di scuola secondaria di 2° gradtal Aroposito sostituiamo incognite e parametri
opportuni :

oM? _ b? _ RG'SG
PN=y , MN=x, AN=a+x, ABAN=a-x, = = — =

AM a? AG'BG
Sostituendo nella relazione 4), si ha
2
2 _
y —E(a+x)(a—x)
Applicando regole algebriche, si ha:
b? b? b?

2 _ 2 2 . 2 _p2_b5 2 . 2 40232 .
y —;(a —x“) . y°=Db =X Yot X =b* ;

Dividendo ambo i termini per’te ordinando, si ha I'equazione dell’ellisse:

X2 y2
ztp=1

Seconda definizione di Ellisse come luogo geomstsomma di distanze

Facendo riferimento alla fig. 5) e alle considevaziatte nella “ Relazione di Apollonio “,
si & dimostrato che RE congruente a PL in quanto segmenti di tangenzdatty da P alla sfera

" cosi pure sono congruenti i segment; BPI:
PR=PL e PF=PI
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Dal teorema “ Somme o differenze di segmenti comgtitsono congruenti “ si puod dedurre che
PR + PR =PL + PI
Essendo PL + PI = LI, allora dalla proprieta sitiga della congruenza discende

PF+ PR = LI
Col teorema 16) si € dimostrato che LI = AB, peidasempre per la proprieta transitiva della
congruenza si puo affermare che
5) PE+ PR =AB
Questa relazione geometrica stabilisce che, conmrsian P elemento della sezione conica, la
somma dei segmenti aventi per estremi il puntorBpettivamente i punti ;Fed F, € uguale al
segmento AB. Poiché i punti P appartengono non alidosezione conich ma anche al pianm
sostegno dI', questa relazione stabilisce una specifica prapdei punti P del piana. Facendo
riferimento alla definizione euclidea hliogo geometrico pianccioé I'insieme dei punti del piano
che godono di una certa proprieta, si puo affernsheela sezione conica che si sta trattando € un
luogo geometrico la cui proprieta e quella espresdla relazione 5).

Def. 16) Si chiam&llisseil luogo dei punti P del piano per i quali € cos¢afi AB ) la somma
delle distanze da due punti fissiy(éd k).

Ricerca della relazione che lega i segmenti QM, AM¥;.

Il punto Q appartiene alla sezione cordic@wome P quindi & soggetto alla relazione 5): cioé

QF + QR = AB
Si consideri il triangolo F,, esso é isoscele sulla bagédessendo QM altezza e mediana. | lati
di detto triangolo sono congruenti: QF QF. di conseguenza, sommando le quantita congruenti
nell'ultima relazione, si ottiene 2QE AB e ancora Qfrisulta la meta di AB. Essendo M punto
medio di AB, AM ¢ la meta di AB; pertanto sempre [geproprieta transitiva della congruenza si
ha che QF= QF, = AM. Si consideri il triangolo fMQ, retto in M; e, si applichi il Teorema di
Pitagora: MRE® + MQ? = QR2. In questa relazione ricavando MBi ha la relazione che lega i
segmenti QM, QFed MR: MF* = QR? — MQ?, che & lo stesso sostituendo,@6n AM |

MF:% = AM? - MY

Poiché AM e MQ sono delle costanti non dipendendtiadvariazione di P, anche MFisulta
costante. Assegnando ad MFvalore parametricoc e ricordando i valori parametrici di AM e
MQ, la relazione trovata si puo scrivere con saritmoderna:

c=d- 1

Ricerca dell’equazione dell’ellisse a noi oggi naetgartire dalla prima relazione di luogo

Sfruttando la definizione di luogo geometrico etsosndo nella relazione 5) variabili e parametri:
cioe AB=2a,MQ=b, MF=MF,=c, MN =x e PN =y; e, applicando ai triangaitangoli
PNF e PNFE, il Teorema di Pitagora e ricavando;RFPFE,, la relazione puo essere scritta in forma
di equazione irrazionale:

Je+x)2+y2+(c—x)?%+y2=2a
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Dove PR =y (c+x)2+y?> e Pk = ,/(c—x)?+y? : relativamente alla figura a cui si fa

riferimento.
Operando algebricamente dapprima razionalizzardpiessione e poi calcolando si ha:

20 2cx + R+ P = 4d + C-2cx + R+ VP -daf(c —x)2 + y?
4m=4§- 4cx
a/(c—x)2+y2=2&- cx
a’c? — 2dcx + &x? + &y? = a*- 2dcx + A
a’x? — c?x? + a?y? = a* — &

(a% — c2)x? + a?y? =a’(a? — ¢?)

(a? — c?)x? azyz a?(a? — c?)
a?(a? —c?) ' a2(a? — c?) - a?(a? — c?)

x2 yZ

I A——
a2+(a2—cz)

Dalla relazione t= & - ¥ isolando B, si ha B =& — & Sostituendo tale espressione nell’equa-
zione sopra scritta si ha:

xZ yZ

2 =1
Che risulta formalmente uguale a quella trovat@gutentemente per altra via con I'aggiunta della
condizione che lega i parametri a, b e c: dettelizooni dell’ellisse.

Terza definizione di Ellisse come luogo geometriepporto di distanze

Ora vediamo un altro modo di individuare la relagiache lega i punti P della sezione conica in
oggetto.

Nelle “ considerazioni preliminari” all’ellisse &i dimostrato che i piani sostegnoi di A, e di

A3 sono paralleli tra loro e perpendicolare all’agdeé cono indefinito. Il piano individuato dalle
generatrici r ed s interseca detti piani rispettieate nelle rette sostegno di (T , W), di (R) €S

(D, H) ed il pianat nella retta sostegno di (A, B) . Le rette patigaer T e W, per R ed S e per
D e H sono parallele per il teorema 7) . La retistesgno dei punti A e B € obliqua rispetto a queste
rette e pertanto le interseca singolarmente in ethain solo punto : precisamente in E la retta
passante per T e W, in G la retta passante peBRreN la retta passante per D ed H. Il piared

il piano sostegno diz si intersecano nella retta sostegno di Q e Q’gr@esper N: punto comune ai
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due piani; tale retta intersezione per costruziengerpendicolare alla retta sostegno di A e B,
pertanto la retta interseziong del pianon con il piano sostegno di; passante per E e
perpendicolare alla retta per A e B, cosi purestearintersezione,dlel pianor col piano sostegno
di A, passante per G e perpendicolare alla retta paspani e B.

Teorema 18): Dimostrare che BG € congruente ad AE.

Dimostrazione:

Dopo aver tracciato da B la parallela alla geniemtr, che interseca in K il segmento RG, cons@iad i
triangoli BKS e RVS. Questi hanno

VRS = BKS perché angoli corrispondentR8||BG tagliate dalla trasversale g
BSK = VSR perché coincidenti
Per il teorema “ due triangoli aventi due angolhgaienti sono simili “ i due triangoli BKS e RV8&m

simili. Poiché il triangolo RVS e isoscele, esseRded S equidistanti da V, allora anche BKS é islese
quindi BK = BS. Considerato che precedentemenéaain dimostrato che BS = BE che BE= AF; e che
AF, = AT, per la proprieta transitiva della congrueB#a= AT. Si consi-derino i due triangoli TAE e BKG
, questi hanno

AT = BK per averlo dimostrato
TEA = BGK perché alterni interni di EW||RG tagéialalla trasversale passante per A e B
TAE = KBG perché alterni esterni di r || BK taqgé dalla trasversale passante per Ae B

Pertanto per il corollario “ due triangoli aventrdonatamente un lato e due angoli congruenti sono
congruenti “ i due triangoli TAE e BKG sono congntiein particolare BG = AE

C.V.D.

Si e dimostrato che A= BF, e per il teorema “ somme di segmenti congruentosmngruenti “
si puo affermare che AR AE = BR + BG. | punti A, B, E, G, Fed k sono allineati in quanto
appartenenti alla retta passante per A e B, quiABl, + AE = RE e BR+ BG = RG. Per la
proprieta transitiva della congruenza

F]_E = FzG

Ora RE ed KRG appartengono alla retta passante per AB chepepéicolare alle rette ;e ¢
rispettivamente in E e G e quindiE- ed KRG costituiscono le distanze di&di F, rispettivamen-
te da d e da d che si possono anche scrivered@) e d(k d,) . Poiché E, G, fed Fk sono
punti fissi che non variano al variare di P subhaica, i segmenti 4 e kLG sono delle costanti

Si puo affermare con scrittura parametrica ché~, dh) = d(F, d2) = p = cost.

Confrontiamo ora i segmenti Pl NE= NR+FE e i segmenti PFe NG=NRk+F,G.

- Confronto tra Pk e NE
Consideriamo i segmenti di tangente, BFPL condotti dallo stesso punto P alla sfera essi sono

congruenti, cosi pure sono congruenti i segmentePID per averlo dimostrato e quindi per la
proprieta transitiva della congruenza, RFTD; il segmento TD e dato dalla somma dei sedgimen
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TA e AD, con TA=AR in segmenti di tangenza condotti dallo stesso@#énalla sfera © . Si

consideri I'angolo VHD, esso e esterno al triangdldB. Per il teorema dell’angolo esterno di un
triangolo VHD>HNB. Ma HNB e opposto al vertice dafigolo AND e quindi HNB = AND.
L’angolo VHD = ADN perché angoli alla base di urairgolo isoscele, pertanto ADN > AND. Si
consideri il triangolo ADN e si applichi il teorensalla diseguaglianza triangolare “ in un triangolo
ad angolo maggiore corrisponde lato maggiore”: @bé&> AD. Poiché i triangoli TAE e DAN
hanno gli angoli congruenti, per analogia si pderaiare che EA>TA. Sommando ambo i termini
delle due diseguaglianze equiverse si ottiene isggdaglianza dello stesso verso:
AN + AE > DA + AT , che ¢ lo stesso affermare  NET , ma DT = PE Concludendo si puo
scrivere che

NE > PR

NE e il segmento di perpendicolare condotto dal&lrakta d, quindi esso costituisce la distanza di
N da d. Se si traccia la perpendicolare da P,aale distanza & uguale ad NE, in quanto PN || d
PN é perpendicolare per costruzione alla rettgpelssa per AB. Concludendo si puo scrivere

PR <d(P.d)

- Confrontotra P e NG
Consideriamo i segmenti di tangente, RAPI condotti dallo stesso punto P alla sfefa essi sono

congruenti, cosi pure sono congruenti i segmene PIS per averlo dimostrato e quindi per la
proprieta transitiva della congruenza,PFHS; il segmento HS e dato dalla somma dei segimen

HB e BS, con BS=BFin quanto segmenti di tangenza condotti dallosstg@sinto B alla sfera”” .

Si considerino i triangoli NHB e BSG sono simiérpavere tutti gli angoli congruenti e ottusangoli
rispettivamente in H e in S. Si puo applicare dréana della diseguaglianza triangolare e quindi
NB>HB e BG>BS . Sommando ambo i termini delle digeguaglianze equiverse si ottiene una
diseguaglianza dello stesso verso: NB + BG > HBSt éhe ¢ lo stesso affermare NG > HS, ma
HS=PFk. Concludendo si puo scrivere

NG > Pk

NG € il segmento di perpendicolare condotto dal&lratta d, quindi esso costituisce la distanza di
N da @. Se si traccia il segmento di perpendicolare @adR tale segmento ( che ne costituisce la
distanza ) é uguale ad NG, in quanto PN |¢dPN é perpendicolare per costruzione alla cétta
passa per AB. Concludendo si puo scrivere

PR<d(P.@)

Da questi due confronti possiamo affermare indgfiféemente che

PF<d(P,d)

Dividendo ambo i termini di quest’ultima diseguagiza per d (P,d) , si ottiene
PF

apad) 1
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Questa relazione ci permette di introdurre una aymoprieta dei punti P del piamoappartenenti
alla sezione conicl : cioe tale proprieta definisce un nuovo luogorgetsico piano. La sezione
conical e il luogo geometrico dei punti del pianahe soddisfano tale relazione: cioé il rapporto
tra le distanze di un punto della conica da un @tfisso e e da una retta fissa € minore di 1.

Se tale rapporto si pone uguale@ficon e < 1), possiamo scrivere la relazione

PF
ap,d)

e
Def. 19) Si chiam&llisseil luogo geometrico dei punti del piamoper i quali risulti costanted)
il rapporto delle distanze da un punto fisso (eFda una retta fissal()

Si trasformi anche in questo caso 'equazione del luogo, scegliendo opportuni parametri ed
incognite. Si ponga:
NF=x, PN=y,d(F,d)=p = PF=.x?+y2 e d(P,d) =p+x

Sostituendo nella relazione 6) si ha:

T

p+x

e

Operando algebricamente:
V2 +yZ=e(p+x)
x2+y?=e?(p+x)?
X2 + y? = e?p? +2e?px + e?x?
(1-e?2)x? +y?-2e?px - e?p?=0

Dividendo ambo i termini per 1- €2, si ha

2 2¢2px  e2p2
x2 + y- px _ep” _
1—e? 1—e? 1—e?
204
Ordinando , sommando e sottrae , Sl ha
1—e?)2
xz B zesz N pZe4 _ pZe4 _ ezpz N y2 — o
1—e? (1-e€?)2 (1—-e%)2 1-—e?2 1-—e?
pe? 2 y2 pZet e2p?
X — + - - =0
1—e? 1—e? (1—e%)2 1-e?

2 2

(x_ peZ) n y _ pZeZ
1-e? 1-e2  (1-e?)?
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2\2 2
- . - pZe? . (x_lp—eez> 1{e2
Dividendo ambo i termini per(l_ez)2 , Siha 0202 022
2 2

(1-€2) (1-e2)

Semplificando , si ha
eZ
(x 1= e2> y:
pZeZ 26’2 =1

Posto

(-22)' =%, ZZ-g 2y

Si ha I'equazione cercata:

L’equazione scritta risulta ancora I'equazione &tavcon gli altri metodi geometrici e quindi si pud
definire ancora I'equazione dell’ellisse.

Determiniamo il significato geometrico @i.

2 b2 2,2 2,2
. . .. _ . . . . . b~e - , p~er _ 5
Si consideri il rapporto—— = — e si sostituisca in esso i valor——— = & > =D
MA a (1—e?) 1—e
2,2
pZe 2_pn2 2
MQ? 2 . MAZ-MQ? R a“-b° _c° | . |
1562 =1-& dacui e?=X4"MC ,cheélo stessti’2 = =— .cioe
MA? pte MA2 a2 a2
2
(1-¢2)
c MF
e =-— e =—-
a MA

Tale relazione permette di affermare ahee il rapporto costante fra la semidistanza focala e
semidistanza di AB
Determiniamo il valore di p in funzione di a,b,cieduo significato geometrico:

2,2
. L . c , pe” _ . . . .
Si considerino le relazione = 2 e o b?, sostituendo in quest'ultima la prima
2
267 2.2
. . 2 p a .ge . 2 p-c .
relazione si hab“ = .z » calcolando e semplificando, si hh* = ¢ Sostituendo
1_a_2
2.2 2 2
. . . p“c , b . MQ
in questultima B= & ¢, siha b? = —. Infine p=— : cioé p=
b c MF

MQ?
‘MF

pertanto d(F,d)
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Conclusione:

L'impostazione stereometrica della sezione conigldisse permette di esprimere alcune
considerazioni:

- La superficie conica indefinita ( o il cono indefo ) ed il piano sezione, che interseca tutte le
generatrici della superficie conica, devono esgamieritariamente assegnati € non sono
soggette a modifiche durante la trattazione
Se uno di questi o entrambi variano,purché I'anda@aoasse del cono e piano sezione rimane
maggiore dell'angolo di semiapertura del cono, nambia la natura della sezione conica, ma
cambiano le lunghezze dei segmenti costanti: diaglori dei parametri; e, di conseguenza
cambiano i loro rapporti, ottenendo cosi diversidi ellisse.

- Le proprieta dei punti della sezione conica samerse da considerazioni geometriche: infatti
attraverso una serie di assiomi, di teoremi, doltari e di definizioni ora di geometria piana
ora di geometria solida si € riusciti a individuardimostrare relazione fra segmenti opportuni
che determinano univocamente le proprieta di geittii.

- Nelle relazioni si fa riferimento a grandezze Vaitiae a grandezze costanti o parametriche
sempre di tipo assoluto: per i matematici grecgiendezze sono sempre segmenti o aree o
rapporti di questi. Relativamente alla figura prsfaodurante la trattazione

1) nella relazione di Apollonio sono
variabili i segmenti AN e PN
costanti i segmenti RG, 3G, BG e AB

2) nella definizione di ellisse come somma di diseasano
variabili i segmenti MN e PN
costanti i segmenti AB, MIM&

3) nella definizione di ellisse come rapporto di digia sono
variabili i segmenti NF e PN
costanti i segmentyER= R,G=d (F, d), MQ, MF

- La trasformazione delle relazioni geometriche lmgjuaggio moderno di tipo algebrico con
relativo bagaglio operativo e servito semplicementendere piu snello il calcolo e piu chiari e
semplici i risultati raggiunti. Tale trasformazioha permesso di formalizzare in termini di
equazioni o identita dette relazioni geometricheéli econstatare che tutte e tre ricerche
conducono allo stesso risultato.

Nella Storia della Matematica alcuni punti , alcusée, alcuni segmenti incontrati nella tratta-
zione hanno assunto nomi particolari in funzioné rdelo applicativo che i matematici hanno
ritenuto attribuire ed usare nei loro scritti: cosi

- Il punto F é dettéuoca di conseguenza I'ellisse ha due fuochiel F,

- Il punto M é dettaentro.

- | punti A,B,Q,Q’ sono dettrertici

- Laretta d e dettdirettrice: di conseguenza I'ellisse ha due direttrigi el &

- llsegmento AB é dettasse principale o maggiore

- Il segmento QQ’ e dettasse secondario 0 minore

- llrapporto e = % e dettoeccentricita.



Circonferenza

Fig. 4
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Preliminari

Facendo riferimento alla fig. 4) , siano dati so@erficie conica indefinita di rotazione, con it

in V e assa, un pianor, che non passa per il vertisée che forma con I'asseun angolo retto
quindi maggiore dell'angolo di semiapertura dellpesficie conica. Tale piano, per il corollario del
teorema 9) , interseca tutte le generatrici dellpedficie conica, i cui punti di intersezione
costituiscono la figura piana sezione corlicadettacirconferenza.

Tale sezione conica risulta un caso particolaré H#isse: infatti 'angolo, formato tra piana e
asse a , e retto ed € maggiore dell'angolo acuto di semiapardel cono; e inoltre il piane
incontra tutte le generatrici della superficie atiazione uscenti dal vertice.

Siano H, punto di intersezione del piance I'asses, il centro dil’ ed il segmentdB , con A e

B rispettivamente i punti di intersezione del pianoon le due generatrici ed s simmetriche ri-
spetto all’asse a, il diametro @i

Il piano = divide il cono indefinito di rotazione in due garina costituita da un cono retto ed una
da un tronco di cono retto indefinito. Come pellisee al cono retto possiamo inscrivere ed exin-

. 7 7 . .. . . . .
scrivere due sfere” e v~ , che sono tangenti alla superficie conica inténndue circonferenzk;

e Ay con centri rispettivamente ;Hed H e diametri rispettivamente TW e RS, coneHH, appar-
tenenti all'asse a del cono , T ed R appartendatganeratrice r, W e S appartenenti alla generatr
ce s. Anche in questo contesto si pud dimostcamae si e fatto per I'ellisse, che i punti ki e A,
appartenenti alla stessa generatrice sono equitistajuelli di un’altra generatrice: cioe TR =WS
ed i piani sostegno diy e A, sono paralleli. Per analogia si puo dimostrareighenti di ' e A3
appartenenti alla stessa generatrice sono equidistajuelli appartenenti ad un’altra generatrice;
cosi pure che i punti dil' e A, appartenenti alla stessa generatrice sono etantlisa quelli
appartenenti ad un’altra generatrice; e inoltre ighiani sostegno di’, A; € A, sono fra loro paral-

leli. Le due sfere~” e ~ sono tangenti al pianonel punto H.

Ricerca relazione fondamentale della circonferenza

Tutte le considerazioni effettuate sull’ellisse peterminare le relazioni geometriche che definiva-
no le proprieta dei punti della sezione conica emgétevano poi di individuare le equazioni, si
possono riportare anche per la circonferefizd'unica anomalia € che la circonferenEanon
ammette rette direttrici e che fuochi e punto metli®AB coincidono con il centro Hdi I" e di
conseguenza QM AM e sono uguali al raggio della circonfererizg r. Quindi i parametri
presenti nell’equazione dell’ellisse a, b e gyuresto contesto sono uguali ad a =rbe=c = 0.
Sia P un generico punto della circonferehzési tracci da P la perpendicolare al diametro AB,
guesta interseca AB in NIein P’. Il triangolo APB € un triangolo rettangdlo quanto iscritto in
una semicirconferenza e PN costituisce l'altezfativa all’ipotenusa AB e pertanto al triangolo si
puo applicare il Il teorema di Euclide:

PN’ = AN-NB
Posto AN=x , NB=2-x e PN=y,siha:?yx (2 -x) e moltiplicando, si ottiene

V=2x - X



23

Tale equazione analoga a quella dell’ellisse nedigione di Apollonio: basti porre in quella a =
bZ
e o 1, essendo in questo contesto a = b.

Posto invece NkE x ,PN =y e diconseguenza AN=x e NB=r+x ,siha

y?=(r=x)f +x)
moltiplicando si ha

yz —2_y
portando al primo membro la variabilg si ottiene
y2 + )(2: r2

di qui la definizione di circonferenza come luogmmetrico:

Def. 20) Si chiamairconferenzail luogo dei punti del piano la cui distanza dapumto fisso,
detto centro, € uguale al raggio.

| piani sostegno dir; , di A, ed il pianor sono piani paralleli e quindi non hanno né pugtreite
comuni, pertanto la circonferenza non ammette wittrici a differenza dell’ellisse. Tuttavia si
avra modo di vedere che anche la circonferenza émmedte direttrici con I'ampliamento di teorie
matematiche.

In analogia con l'ellisse, poste = € conc =0 e & 0, si puo affermare che I'eccentricita della
a

circonferenza e uguale a zero.
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PARABOLA

Fig. 8
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Preliminari

Facendo riferimento alla fig. 8) , siano dati so@erficie conica indefinita di rotazione, con et

in V e asse, un pianom, che non passa per il vertié¢ e che forma con l'assa un angolo
congruente all’angolo di semiapertura della superitonica. Il piana interseca tutte le generatrici
della superficie conica indefinita uscenti da Vtdaeccezione di una , a cui risulta parallelo:
relativamente alla figura tale retta e la generasi

Tale piano interseca in particolare la ret@mmetrica ds rispetto all’'asse del cono nel puo

Teorema 19) Dimostrare che VA e il segmento di mandistanza fra quelli aventi per estremi V e i
punti di intersezione di con le altre generatrici.

Dimostrazione

Tracciata la retta b proiezione dell’asse a sUa retta b & pure proiezione della generatrisen. Presa un

generica generatrice z della superficie conicaZsipunto di intersezione di con z; si determini il punto K

di b tale che AZ = AK e si considerano i due triaihy AZ e VAK guesti hanno VA in comune, AZ = AK

per costruzione , VAK < VAZ in quanto VAK e I'angoacuto tra r ea , quindi per la diseguaglianza fra

triangoli discende che VZ > VA. Vista la generidaii@lla scelta di z vale per qualunque altra gerieeat
C.v.D.

L’insieme dei punti dir appartenenti alla superficie conica indefinitatitosce la sezione conica
I.
Il pianox divide il cono in due regioni infinite, di cui urt@ntiene il vertice V e la generatrice s. In

tale zona si inscriva una sferd di centro O, che appartiene all’asse a del conte 3f@ra tange

internamente la superficie conica in un insiemepdnti equidistanti dal vertice e pertanto
determinano una circonferenzadi centro H, elemento dell'asse a. La circonfererigatange le
generatrici r ed s rispettivamente in T e W, ch&titascono gli estremi del diametro TW @i. Si

dimostra che TW é perpendicolare all'asse del aoelocentro H di A, . La sfera " tocca il

pianoxn nel punto F, elemento di b.

Si tracci da F il piang perpendicolare allasse a del cono, questo piaterdeca la superficie
conica in una circonferenzig; di diametro RS, con R ed S appartenenti rispetierge alle
generatrici simmetriche r ed s, e centrpeemento dell'asse del cono. RS e perpendicolbasse

a del cono come il diametro TW #j e pertanto RS e parallelo a TW, cosi pur parallelo al
piano sostegno della circonfererigzala circonferenzas interseca la sezione conifan due punti
simmetrici Q e Q’sia rispetto a b che rispetto af, Rertanto la retta sostegno di Q e Q' e
perpendicolare sia alla retta b che al diametran®3oro punto di intersezione F. La retta sostegno
di Q e Q’ costituisce pure la retta intersezioe ttue pianit ey.

La retta b e la retta sostegno del diametro TW @dippartengono al piano individuato dalle genera-
trici r ed s; formando angoli diseguali con I'aste cono, esse sono tra loro non parallele e si
intersecano nel punto E. Il piamoed il piano sostegno della circonfererizavendo in comune il
punto E hanno in comune una retta d passante pahreEisulta perpendicolare sia alla retta b che
alla retta sostegno di T e W , essendo il piangarallelo al piano sostegno Hi e il pianoxn
costituisce il piano trasversale quindi d e laarstistegno di Q e Q’ presentano le stesse proprieta
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Teorema 20) Dimostrare che AF € congruente ad AE.
Dimostrazione

Si considerino i triangoli AET e AFR ( fig. 5 ), @sti hanno AT = AF perché segmenti di tangentelctie
dallo stesso punto A alla sfera”, ARF = ATF perché angoli alterni interni di eetparallele TW||RS ,
RAF=EAT perché angoli opposti al vertice , perlictiterio di congruenza dei triangoli AET = AFRy i
particolare AE = AF .

C.V.D.

Il punto A € punto medio del segmento EF, che tiostie la distanzadiFdad: EF=d (F,d).
Si consideri un punto generico P della sezione ceohi Sia 6 un piano passante per P e
perpendicolare all’asse a del cono. Tale pianaseta la superficie conica in una circonferelza
e siano B e C i punti di intersezione @ rispettivamente con le generatrici r ed s, takEngi
interseca I'asse a nel puntg.HIl segmento BC costituisce un diametra.gded H il suo centro. Se
da P si traccia la perpendicolare al segmento &€ retta costituisce la retta intersezione tramip

n €d e pertanto si trova nelle condizioni della rettelella retta sostegno di Q e Q’: anzi risulta
parallela a queste. La retta perpendicolare a BSSgmde per P interseca la sezione cohicétre
che in P anche in P’ simmetrico di P rispetto a@Quindi P’ elemento di,. cosi pure tale retta
perpendicolare interseca BC nel punto N.

Prima definizione di Parabola secondo i canodimbllonio

Si consideri il triangolo BPC, esso € inscrittouna semicirconferenza di diametro BC con PN
I'altezza relativa a PC. Si applichi a detto trialagil Il teorema di Euclide.
PN =BN - NC

Si considerino i due triangoli NAB e RVS, questnha

ABN = VRS perché corrispondenti di BC||RSitdg dalla trasversale r

BAN = RVS perché angoli formati da lati péelile concordi
Quindi i due triangoli sono simili e pertanto hanmati in proporzione:

AN:RS
VR

Si tracci da A la parallela ad RS, essa intersaggeheratrice s in D. Si considerino i triangoliBV
RVS, questi hanno

AVD = RVS perché coincidenti

VAD = VRS perché corrispondenti di rettegiie AD||RS tagliate dalla trasversale r
Quindi i due triangoli sono simili e pertanto hanmati in proporzione:

BN:AN=RS:VR dacui BN =

AV ‘RS
AD:AV=RS:VR dacui AD = -
Si consideri il quadrilatero ANCD, avendo i latipmsti paralleli per costruzione e un parallelo-

AV ‘RS

grammo quindi AD = NC; sostituendo /D = si ha
AV - RS
c="——"

VR
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AVERS o Ne =22 RS in PNE= BN - NC, si ha la relazione cercata:
AN-RS AV ‘RS

VR VR

Sostituendd@ N =

PN =

Moltiplicando e ordinando si ha
2

2 By
PN? =iz AV - AN

| segmenti RS, VR, AV sono delle costanti al vaidel punto P nella sezione coniGanentre AN

al varare di P varia. Postd = g—i-AV , Si ha la relazione di Apollonio
PN? =1-AN

Questa relazione afferma “ dato un rettangolo th Essegnatd trovare un quadrato di uguale

area “. Di qui il nome dato da Apollonio a queskzione conica dparabola, dal greco

confrontare , sovrapporre. Questa parola era dgia aionatematici greci che I'avevano usata in un

altro contesto nella risoluzione geometrica di eipm@ di secondo grado: ’x= ax. ( vedere

Appendice )

Def. 20) Si chiamg@arabolala sezione conicRi cui punti P soddisfano la relazione
PN2 =1- AN, dove N ¢ il piede della perpendicolare condo#tddhlla rettd,
| parametro della conica

Ricerca dell’equazione della parabola a noi oggiana partire dalla relazione di Apollonio

Vogliamo ora con simbologia dell’algebra modermavare I'equazione della parabola oggi nota in
gualsiasi corso di scuola secondaria di 2° gradtal froposito sostituiamo incognite e parametri
opportuni , ma prima vogliamo determinare il valdré in funzioned (F, d) = FE = p.

Si considerino i due triangoli simili NAB e ADV, iquanto entrambi simili al triangolo RVS.

AD
Pertanto hanno i lati in proporzione: BN : ANAD : AV, da cui BN = AN W Sia O il

punto di intersezione di b con I'asse a del coso@nsideri il quadrilatero AO’DV , avendo i lati
congruenti , le diagonali perpendicolari ed eseanitoscritto alla sfera esso € un rombo con il
centro il centro della sfera.

Si consideri il triangolo rettangolo AOV con OT pendicolare ad VA e si applichi ad esso il |
teorema di Euclide : AB= AV-AT , ma AO & la meta di AD , quindi AB 4 AV- AT.

AD
Sostituendo BN = ANZ; in PN’ = BN - NC e tenendo conto che NC = AD , si ha

AD? _ _ . .
PN = AN TR sostituendo in questa AB 4 AV- AT e semplificando, si ha

PN’ = 4 AT - AN

d(F,d)
ma AT = AF = >

:§ , quindil = 2p: il valore di p e detto parametro della paralmeme

d’altronde 4.
Posto dunque PN=y,AN=x , siha
y? = 2p X
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Seconda definizione di Parabola : come uguaglidndsstanze

Sia t la retta generatrice uscente dal verticepdssante per P. Questa intersgeca L, A, iInP e
Az in . | punti didg, di A, e di A3si e detto sono equidistanti dal vertice V , sigoo® quindi
scrivere le seguenti congruenze :

VT=VL=VW , VR=VI=VS e VB=VRVC

Poiché somma o differenza di segmenti congruent songruenti , Si possono scrivere anche

VB-VT=VP-VL=VC-VW: cioé BT=PL=CW

Si considerino i segmenti PL e PF , essi sono eatjndi tangenza condotti da P alla sfera |

pertanto sono congruenti: PL = PF. Per la proptrefsitiva della congruenza si puo affermare che
BT = PF
Si considerino i triangoli TEA e TVW, questi sonmai, per avere due angoli ordinatamente con-
gruenti: ETA = VTW perché opposti al vertice, TEAAVT perché alterni interni di rette parallele
g e b tagliate dalla trasversale la retta sosteljiioe W. Ora il triangolo TVW é isoscele sulla bas
TW, quindi anche TEA e isoscele sulla base TE :=EPRA. Si considerino i triangoli TEA e BAN
per analogo ragionamento avendo due angoli congrs@mo simili ed essendo TEA isoscele anche
BAN e isoscele sulla base BN; pertanto si puo aféee che AB = AN. Si consideri il segmento
BT, esso puo essere decomposto in somma di segnightr BA + AT, ma BA = AN e AT = AE,
sostituendo si ha AN + AE = BT, da cui NE = Bper la proprieta transitiva della congruenza
NE = PF
Si tracci da P sul piano la perpendicolare alla retta d e sia G il suo @iddquadrilatero PNEG
avendo i lati a due paralleli e gli angoli rettug rettangolo e pertanto PG = NE. Sempre per la
proprieta transitiva si ha:
PF =PG
Dove PG e la distanza del punto P dalla rettédP® =d ( P, d ), sostituendo

6) PF=d(P,d)
Questa relazione geometrica possiamo accettarlae qmmoprieta dei punti P dif, anzi essa
introduce la conica comaogo geometrico piancioe

Def . 21 ) Si chiamparabolail luogo geometrico dei punti P del piandale che la distanza di P
da un punto fisso ( F) sia uguale alla distanZa da una retta fissa (d )

Si trasformi anche in questo caso '’equazione del luogo, scegliendo opportuni parametri ed
incognite.
Si consideri il triangolo rettangolo PFN e si appliil teorema di Pitagora: PE FN + PN.

PF = /FN? + PN2
Posto AN=x,PN=y e AFZ , sihaFN :(x - 2) e d(P,d) :(x + B) Sostituendo nella
b 2 1 2 1 2 .

relazione 6) si ha 'equazione

\/(x—§)2+y2 = (x+g)
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Razionalizzando

(+=2) 5= o8

da cui, sviluppando i quadrati, si ha

p’ p’
x? —px+z+y2 = x? +px
Riducendo algebricamente si ottiene I'equazior@vente il luogo geometrico
2
y =2pX

Terza definizione di Parabola : come rapporto sliadhize

Si dividano ambo i termini della 6 ) per d ( P),elsi ottiene:
PF

dP,d)
Anche questa relazione introduce la conica comgdwzometrico:

=1

Def. 22) Si chiamaarabolail luogo geometrico dei punti P del piandale che il rapporto delle
distanze da un punto fisso F e da una retta figssaglale ad 1 .

PF
Posto—— = €, cone =1, si puo scrivere:
AP ,d) P
PF

ae,d)”°

In analogia con I'ellisse si puo affermare ched@utricita della parabola vale 1.

Conclusione:

L'impostazione stereometrica della sezione conparabola permette di esprimere alcune
considerazioni:

- La superficie conica indefinita ( o il cono indefo ) ed il piano sezione, che interseca tutte le
generatrici della superficie conica eccetto un&pde essere prioritariamente assegnati e non
sono soggette a modifiche durante la trattazione
Se uno di questi 0 entrambi variano, purché I'&m@@ asse del cono e piano sezione rimane
uguale allangolo di semiapertura del cono, non lbmanta natura della sezione conica, ma
cambiano le lunghezze dei segmenti costanti: diaglori dei parametri; e, di conseguenza
cambiano i loro rapporti, ottenendo cosi diversidi parabola.

- Le proprieta dei punti della sezione conica samerse da considerazioni geometriche: infatti
attraverso una serie di assiomi, di teoremi, doltar e di definizioni ora di geometria piana
ora di geometria solida si € riusciti a individuardimostrare relazione fra segmenti opportuni
che determinano univocamente le proprieta di geitti.
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Nelle relazioni si fa riferimento a grandezze Viitiae a grandezze costanti o parametriche
sempre di tipo assoluto: per i matematici grecglandezze sono sempre segmenti o aree o
rapporti di questi. Relativamente alla figura prsf@aodurante la trattazione
4) nella relazione di Apollonio sono
variabili i segmenti AN e PN
costanti i segmenti RS, ¥RV
5) nella definizione di parabola come rapporto diatige sono
variabili i segmenti AN, PREF e d(P,d)
costanti i segmenti AF
La trasformazione delle relazioni geometriche meuaggio moderno di tipo algebrico con
relativo bagaglio operativo e servito semplicementendere piu snello il calcolo e piu chiari e
semplici i risultati raggiunti. Tale trasformazioha permesso di formalizzare in termini di
equazioni o identita dette relazioni geometricheli econstatare che tutte e tre ricerche
conducono allo stesso risultato.

Nella Storia della Matematica alcuni punti , alcusée, alcuni segmenti incontrati nella tratta-
zione hanno assunto nomi particolari in funzionérdelo applicativo che i matematici hanno
ritenuto attribuire ed usare nei loro scritti: cosi

Il punto F é dettfuoca di conseguenza la parabola ha un fuoco F

Il punto A e dettwertice

Laretta d é dettdirettrice: di conseguenza la parabola ha una sola diretttice
Laretta b é dettasse di simmetria della parabola

Il rapporto e = % e dettoeccentricita e valé
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IPERBOLE

5

Fig. 9
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Preliminari

Facendo riferimento alla fig. 9)

Sia dato una superficie conica indefinita di ratae a due falde di verticé e assea. Sian un
piano, che non passa per il vertide e che forma con I'asse un angolo minore dell'angolo di
semiapertura del cono. Tale piano, dal corollagbTeorema 9 ), interseca tutte le generatici del
cono,eccetto due il cui piano € parallelo a | pianed i cui punti costituiscono la figura sezione
conicar, costituita da due rami una in una falda e I'attedi’'altra: dettaperbole.

Si consideri la rettdb proiezione dell’assa sul pianor, tale retta interseca due generatsiedr ,
simmetriche rispetto all'assg nei puntiA eB.

Il pianon taglia le falde del cono in due parti indefinitie cui una contiene la semiretta generatrice
r ed il verticeV e l'altra la semiretta generatrised il verticeV. In entrambe queste parti di falda e

possibile inscrivere rispettivamente le sferé e 7" di centri rispettivament® edO’, che toc-

cano internamente la superficie conica nelle cite@mzel; e A, di diametro rispettivamenfBWN
edRS ( con W ed R appartenenti alla generatrice r efced S appartenenti alla generatrice s ) e di
centro rispettivamentel; ed H, ( con O, O’ , H ed H appartenenti all'asse a del cono ). Le sfere

7" e 7" sono pure tangenti al piamonei suoi puntF; edF,, che appartengono alla retta proie-
zioneb dell’assea sun e pertanto sono esterni al segmekiBa

Anche in guesto contesto valgono gli stessi teor@mnirelativi corollari dimostrati nei preliminari
dell’ellisse: precisamente

Teorema 15: Dimostrare che i punti di; e A,  appartenenti alla stessa generatrice , sono
equidistanti e le circonferenze appartengono ai piaralleli.

Teorema 16: Dimostrare che il segmento AB é wgaakegmenti di estremi i punti di; e A,
appartenenti alla stessa generatrice.

Corollario . | punti di tangenza;Fed F, delle due sfere”” e~ col pianor hanno la stessa
distanza rispettivamente da A e da B: ciog ABF,

Teorema 17. Se M é punto medio di AB, allora M atpumedio di K.

Prima definizione di Iperbole secondo i canoni goAonio

Sia P un generico punto della sezione cohieatracciamo da P la retta perpendicolare sul piano
alla retta b, tale retta interseca b in N, cheittoste il piede della perpendicolare condotta aal®?

e la sezione conida nel punto P’, simmetrico di P rispetto alla reitaAl variare di P sdi', variano

i punti N e P’: mentre restano invariate le posizidi tutti gli altri punti sia della superficie nixa
sia del pianar. Pertanto stabiliti

a) Il cono circolare retto a doppia falda con il @ugolo di semiapertura
b) Il piano=n diintersezione, che forma con I'asse a del aandeterminato angolo acuto
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c) Laretta b proiezione dell’asse a sul pian®le intersezioni di b con due generatrici: A e B
d) Le sfere inscritte con le relative circonferenzéadgenza

Possiamo affermare che i segmenti con relativgHenze assolute AB,;;F, , sono delle costanti:
cioé non dipendono dalla scelta del punto gendfiadella sezione conica : cid permette con
scrittura moderna di porre AB = 2a ;/=2c, dove a, c sono dei parametri: cioe grandezze
assegnate ma non note.
Facendo sempre riferimento alla figura 6), traodalal generico punto P la circonferefigai cui
punti giacciono sulla superficie conica. Tale cr@yenza e costituita da punti equidistanti dal
vertice V del cono e pertanto come pere per A, il suo piano e parallelo a quellodie?, . Sia
DH il suo diametro con D appartenente alla geniematr ed H appartenente alla generatrice s. Il
piano sostegno diAz ha in comune con il pianeoil punto P e per il teorema * Se due piani hanno
in comune un punto hanno in comune una retta pesgan quel punto “ la retta sostegno di PP’ &
la retta intersezione dei due piani. Pertanto Nagmme al diametro diz e PP’ € ad esso perpen-
dicolare.
Consideriamo il triangolo DPH. Tale triangolo, esd® inscritto in una semicirconferenza, e retto
in P. Poiche PN e perpendicolare a DH in N suo eidn) DN é l'altezza di DPH relativa
all'ipotenusa DH. A questo triangolo applichiamallilTeorema di Euclide e pertanto possiamo
scrivere:

2) PN=DN x NH

Sia G il punto di intersezione della retta proi@ad con la retta sostegno del diametro R&.@,
E il punto di intersezione di b con la retta sostedi TW diA;.
Consideriamo i due triangoli DBN e EBW. Questi ihan

DBN = EBW  perché opposti al vertice

BDN = EWB  perché corrispondenti di [INRS tagliate dalla trasversale r

BND = BEW  perché corrispondenti di [INRS tagliate dalla trasversale b
Avendo tutti gli angoli congruenti i due triang@BN e EBW risultano simili per il 1° criterio di
similitudine dei triangoli e pertanto hanno i letiproporzione:

. BN-EW
BN:EB=DN:EW dacui DN= P

Consideriamo i due triangoli AGS e ANH. Questi hann

GAS =NAH  perché in comune

AGS = ANH  perché corrispondenti di [JWRS tagliate dalla trasversale b

ASG = AHN  perché corrispondenti di [JNRS tagliate dalla trasversale s
Avendo tutti gli angoli congruenti i due triang@diGS e ANH risultano simili per il 1° criterio di
similitudine dei triangoli e pertanto hanno i letiproporzione:

AN-SG
NH:SG=AN:AG dacui NH= 1C
Andando a sostituire in 2) DN ed NH , otteniamgéguente relazione :

2 _ _EW-SG
3PN2 = AN BN - ——
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In questa relazione al variare di P varia comedgtdo N e di conseguenza AN e NB, mentre SG,
EW-SG
EW, AG e EB non dipendono da P Pertanto il ra% risulta una costante, in analogia

EW-SG _QM?
AG-EB  AM?2
Sostituendo nella relazione 3) e considerando deAB + BN =2 AM + BN, si ha

2
4) PN? = (2AM + BN) - BN - &

AM?2
Moltiplicando e semplificando, si ha

con l'ellisse porremo che andremo in seguito a specificare il ruolo deitp Q

20M? QM?

2

PN* = M BN + 2

che risultda relazione trovata da Apollonio

Posto QM =b ed AM = a, la relazione di Apolloniiwiene:
2b? b?

PN? = —BN + — BN?

a a

BN*?

2b? . .
Posto ancord = - la relazione diviene

bZ
PN%? =1-BN +— - BN?
a

Questa relazione afferma:

“ Assegnato un segmento di misurarovare il rettangolo che aumentato di un quadsito
equivalente ad un secondo quadrato “

Da questa affermazione scaturisce il nome attobaliitjuesta sezione conigeerbole che in greco
significa eccede, va al di tacioé il quadrato € equivalente al rettangololado assegnatd
eccedentali un quadrato . Questa parola era gia nota atmmeatici greci che I'avevano usata in un
altro contesto nella risoluzione geometrica di eiprd di secondo grado: *x b* = ax. ( vedere
Appendice )

Def. 23) Si chiaméerbolela sezione conicRi cui punti P soddisfano la relazione
2
PN2 =1-BN — Z—z- BN?, dove N ¢ il piede della perpendicolare condo#tddhlla rettd,

2b? : :
| = " cona e b parametridella conica

Ricerca dell’equazione dell'iperbole a noi oqgi aat partire dalla relazione di Apollonio

Con scrittura dell’algebra moderna posto
EWsG _b?
'AGEB a2

PN=y, MN=x, AM=a=MB, AN=x+a MB=x-a

e andando a sostituire in 3), si ha I'equazione:
2

y? =%(x+a)(x—a)

Moltiplicando e semplificando, si ha
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yz — b_zxz —p2
aZ
Applicando regole algebriche, si ha
bZ
Exz _ yz — p2

Cerchiamo il significato geometrico di b e l.

La sezione conicd’ , detta ora iperbole, e l'intersezione del pian@on la superficie conica
indefinita a due falde: piano parallelo a due getm@i v e v, quindi parallelo al piano individuat
da dette generatrici. Se si tracciano sul pakoe rette w e w’ passanti per M, punto medio di AB
parallele a v e v’ , queste come v e V' non vengoriersecate dalla sezione coniCaesse
costituiscono le rette asintotiche o asintoti'dCon centro in M si traccia la circonferenza djg@
MF, guesta circonferenza interseca w in Q e w’ in. @i consideri il triangolo QMQ’, esso &
isoscele sulla base QQ’, essendo MQ=MQ’ raggi dsléssa circonferenza, con MF bisettrice
altezza e mediana. Poiché Q e Q’, sono punti simichespetto a b , allora QQ’ € perpendicolare a
b . Si dimostra che A e il punto di intersezioneQ@®’ con la retta b: QA = AQ’: infatti sia il
triangolo RQF, che MAQ sono rettangoli e valgono i teoremi di kailecle di Pitagora.
Dal triangolo F1QF si ha Q& = RA-FA , dal triangolo MAQ si ha QA= MQ? — MA% ma MQ
= MF;= MF,, sostituendo QA= MF;?> — MA? = (MF+MA)(MF1-MA)= (MF2+MA)(MF-MA)
:FzA' F]_A
Posto QQ’ =2b , si ha MA = a e AQ =b, essendmAto medio di QQ’. Sia la seguente relazione,
applicando il teorema di Pitagora al triangolo MB@& + b= ¢, dove ¢ = MF.

2A4Q%

AM

b=AQ el =

La relaziones’ + ¥ = ¢?& detta pureondizione che lega i paramettél’equazione delliperbole

Seconda definizione di Iperbole come luogo geom@tdifferenza di distanze

Facendo riferimento alla fig. 8), abbiamo dimostrahe RW = LI = TS = AB e che A= BF,.
Consideriamo i segmenti PE PL, questi sono segmenti di tangente condotte alia sfera”” e
quindi sono congruenti: R= PL. Considerino i segmenti P PIl, questi sono segmenti di
tangente condotte da P alla sfera e quindi sono congruenti: PE PI. Dal teorema “ Differenza
di segmenti congruenti sono congruen-ti “ si Ha PPR = PL - Pl = LI = AB : cioe

5) PR— PR=AB
Questa relazione geometrica stabilisce che, conmursia P elemento della sezione conica, la
differenza dei segmenti aventi per estremi il puPit® rispettivamente i punti; Ed F, € uguale al
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segmento AB. Poiché i punti P appartengono non alidosezione conich ma anche al piano
sostegno di’, questa relazione stabilisce una specifica prapdei punti P del pianm. Facendo
riferimento alla definizione euclidea ldiogo geometrico pianaioé lI'insieme dei punti del piano
che godono di una certa proprieta, si puo afferrobeela sezione conica che si sta trattando e un
luogo geometrico la cui proprieta e quella espresdla relazione 5).

Def. 24) Si chiamdperboleil luogo dei punti P del piano per i quali &€ cos¢ahAB ) la differenza
delle distanze da due punti fissi{(eF,).

Ricerca dell’equazione dell’ellisse a partire dappgma relazione di luogo

-) Prima forma : relazione di Apollonio

Posto PN=y,BN=x,BA=2a ,BM=MA=aAN =2a+x, MF=c,AF=BR,=Cc-a, ed
applicando ai triangoli rettangoli PBE PNFR il teorema di Pitagora, si ha

PR =y(x+a+c)?+y? e PF=/(x+a—c)?+y?

Sostituendo nella relazione si ha

Jax+a+c)2+y?—J(x+a—c)2+y2=2a

Operando con le regole dell’algebra moderna si ha

Jx+ta+co)?2+y?=(x+a—c)2+y? +2a

x>+ &+ +2ax +2cx + 2ac +y= X + & + & + 2ax - 2¢x - 2ac +

+ Y +4g+d4a/(x +a—c)? +y?

Eliminando e sommando i monomi simili si ha

4a,\/(x+a—c)2 +y2 = Acx + 4ac — 4a
Semplificando e razionalizzando si ha
x> +d +F+2ax-2cx - 2ac +) = X+ &c® + & + 2 aéx — 2d&cx -2dc
Moltiplicando si ha
ax’+d +d 7 +2dx-2dcx—2dc+ Ay’ = Ox*+ &+ d + 2 aéx — 2dcx -2dc
Eliminando e trasportando si ha
Yy’ = X2 — &X° + 2aéx — 28X

Raccogliendo e dividendo ambo i termini pérsiha
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c’—a 2a(c? —a?)
ye = 22 x°+ 22 X

Dalla relazione trovata precedentemente- i = ¢, isolando B, si ha é— & = b? . Sostituendo
Nell’equazione si ha:

2% :
Postol = PR si ha la stessa equazione trovata precedentemente:

b2
y?=lIlx+ ?xz
Il luogo geometrico scritto sopra definisce I'ipeld.

-) Seconda forma

Si vuole trovare I'equazione nella forma che oggbnsuetudine scriverla:
Posto MN=x,MF=c, MA=a e PN =y ed apahdo ai triangoli rettangoli PNfe PNk
teorema di Pitagorasi ha

PR=VGFT T e PF=JG—07+72

Sostituendo nella relazione si ha

Jax+o)?2+y2—J/(x—c)2+y2=2a

Operando con le regole dell’algebra moderna si ha

\/(x+c)2+y2=\/(x—c)2+y2 +2a

XX+ +20x +y= X +7 -2cx + Y+4d +daf(x —c)2 +y?
Eliminando e sommando i monomi simili si ha
daf(x —c)2+y2 = 4cx —4a
Semplificando e razionalizzando si ha
X2+ F-2cx +Y¥)= A+ d —2dcx
Moltiplicando si ha
EXC+dc -2d8x +ay* = AP +d —2dcx
Eliminando e trasportando si ha

dy’= cxX-ax+dc -d
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Portando i monomi con la x al primo membro e camtdd di segno e raccogliendo , si ha
(CP— &) x2 - &y = &(c® — &)

Dividendo ambo i termini pef@® — &) e semplificando , si ha

2 2

X y

A
a2 c2—q2

Dalla relazione trovata precedentemente- i = ¢, isolando B, si ha é— & = b . Sostituendo

Si ha

Terza definizione di Iperbole come luogo geometmapporto di distanze

Facendo riferimento alla fig. 8) , consideriamad#ia sostegno di R ed S, essa interseca lalretta
in G. Il punto G appartiene al piamo Sux si tracci la retta perpendicolare alla retta bspate per

G e sia d Tale retta gle parallela a NP in quanto perpendicolari allasteetta b. Da P si tracci |l
segmento di perpendicolare a @ sia PR Il quadrilatero NPEG avendo gli angoli retti € un
rettangolo e quindi NG = BPd (P, d).

Consideriamo la retta sostegno di T e W, che iatexda retta b in E . Il punto E appartiene al
pianon. Sur si tracci la retta perpendicolare alla retta bspate per E e siag.dTale retta de
parallela a NP in quanto perpendicolari alla stess#ta b. Da P si tracci il segmento di
perpendicolare a;ce sia PR Il quadrilatero NPEE avendo gli angoli retti € un rettangolo e quindi
NE =PR=d (P, d).

Confrontiamo ora i segmenti PEon NE e PJcon NG

Consideriamo i due triangoli scaleni NDB ed RGBesti hanno

DBN = GBR perché oppadivertice

BDN = BRG perché alterrtieimi di ES||DH tagliate dalla retta generatrice r
e quindi i triangoli NDB ed RGB sono simili. Consriamo il triangola2H3N, doveQ € il punto di
intersezione della retta b con I'asse del con@m essttangolo in Kk, quindi il suo angol@NH; é
un angolo acuto. Si consideri I'angolo DNB essoupptementare dQQNH3; e pertanto risulta
ottusangolo. Il triangolo DNB risulta ottusangotmsi pure il triangolo GBR ad esso simile. Per la
diseguaglianza triangolare DB > BN e BR > BG. Somdwaambo i termini di due disegueglianze
equiverse , si ottiene una diseguaglianza equiveerpaelle. Si ha:DB + BR > NB + BG che é lo
stesso DR>NG ma DR=PI=PEd NG=PREd(P,d)
Sostituendo si ha

PR >d(P,d)

Con analogo ragionamento si dimostra chg P& (P , d)
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In generale possiamo affermare indifferentemenge Bl > d ( P, d ). Dividendo ambo i termini di
guesta diseguaglianza per d (P, d), si ottiene

PF > 1
d(P,d)
Posto = e, cone>1,siha
a(p,d)
PF
=e
d(P,d)

Anche questa relazione introduce il concetto dglugeometrico per i punti di:

Def. 25 ) La sezione conida e l'insieme dei punti del piano tale che il rapporto delle loro
distanze da un punto fisso F e da una retta fisse una costante maggiore di 1 .

Si vuole verificare che anche questa relazionegpalla stessa equazione precedentemente trovata .

Posto d(F,d)=p,FN=x e PN =y, applido indifferentemente o al triangolo rettangolo
PNF ( di conseguenza ad F e d imporre il pedice 1 3l driangolo rettangolo PNH di
conseguenza ad F e d imporre il pedice 2 ) iet@ar di Pitagora, si ha

30

PF=yx2+y? e d(P,d)=x%p

PF
Sostituendo ir—— = €, si ha
a(p,d)

VX2 +y?
_ =
xtp
Operando algebricamente

Va2 +y2=e(xtp)
XC+yY=e(x+p)
X2 + V¥ = @ + 2€px + €p°
(€-1)X—yV+2px +€p°=0

Dividendo per - 1 ed ordinando, si ha

2e*p e’p y
2+ + - =0
x_ez—lx e2—1 e2-1
e4-p2
Aggiungendo e sottraend , Si ha
ggiung ?792_1)2
Zezp e4p2 e4p2 ezpz yZ

x% + 0

ez—1x+(ez—1)2_(ez—l)z-l_ez—l_ez—1=
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2
(x 4 e2p ) B y2 _ ep? B e2p?
e e?-1 (e2-1)2 e2-1

eZ 2 eZ 2
(x+ p) _y" _ e
e e?-1 (e2-1)2

e
Dividendo ambo i termini pm , Si ha

p y?
( +€2—1> e2 —1

— =1
e2p? e2p?
-7  (@-17
Semplificando il secondo monomio,
e’p
(x T v 1) ~ y? .
e2p? e2p?
—(e2 —1DZ  e2-1
_ _ e*p?
Posto , Y=y a= (e2 1)2 e b= =
si ha
X? vz
a b2

Che e I'equazione dell’'iperbole incontrata peraaitia.

Troviamo ora una relazione che lega e ai parametrb , ¢
2
Si consideri il rapporte— in funzione delle identita poste:
a

ezpz
b*_ 71 _ 02 — 1
aZ ezpz
(e2 —1)2
b2+a c?
da cuiisolando la%e siha &=— + 1= ==

. 4 oo - —
come nell’ellisse e =. Andando a sostituire tale valore e semplificarddfi =
a

822

si ha
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b2= C2p2 =C2p2
CZ_aZ bZ
g .5_b4. . b? tinlicando ambo i termin H c b? _ b?
acui p=— . cioe p=—, moltiplicando ambo i termini per esiha ep=—= —
c? P c P P gc a
per cui | = 2ep.

Iperbole equilatera

Sia dato un cono circolare retto indefinito a daédé di verticeV , asse a e I'angolo di
semiapertura misura 45°. Siain piano, che non passa per il vertice V del adcbe sia parallelo
all'asse: cioe forma con esso I'angolo nullo.
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Tale piano, dal corollario 2:1, interseca tuttegkneratici del cono,eccetto due il cui piano é
parallelo al pianat ed sono perpendicolari tra di loro. L'insieme denti comuni al piana e alle
generatrici costituiscono la figura sezione conicaostituita da due rami una in una falda e l'altra
nell'altra. Per questa sezione valgono tutte lesm®razioni fatte sull'iperbole, solo che la
condizione che I'angolo di semiapertura € di 45Sifahe alcuni punti coincidono e alcuni segmenti
risultano congruenti in quanto lati di triangoltteangoli congruenti; cosi pure sono congruenti le
due sfere inscritte.

Tra i punti coincidenti di particolare importanzens ( osservando le figure ) sonEN-, tra i
segmenti AR = F,H perché AERH triangolo rettangolo isoscele, cosi pure; BF DF,. Pertanto
ripercorrendo il ragionamento effettuato sull'ipeldnormale possiamo concludere che posto

BF,=xePkR=ye RhH =2 a+ x. Considerato che DPH & un triangottangolo, perché inscritto
in una semicirconferenzg e che il pianar € tangente alla sfera e quindi perpendicolaraggio
F.Hs il segmento Pke I'altezza del triangolo DPH relativa all'ipotesau A tale triangolo possiamo
applicare il Il teorema di Euclide:-F? = DR FH, che espressa in termini algebrici si ha

y? =x (2a + x)
Da cui moltiplicando, portando al primo membrecaenbiando di segno si ha
x2—y%+2ax=0
Se ora riferiamo la figura anziché a B a M e opedaina traslazione di vettorge (a ; 0):
{x’=x+a
_ly'=y+b
vko) -W
y->y—b
Otteniamo (x — a)? — y% + 2ax = 0, da cui sviluppando i calcoli si ha I'equazione

xz—yzzaz

che é I'equazione dell'iperbole equilatera rifeatgi assi
Conclusione:

L'impostazione stereometrica della sezione coniparbole permette di esprimere alcune
considerazioni:

- La superficie conica indefinita ( o il cono indefo ) ed il piano sezione, che interseca tutte le
generatrici della superficie conica, devono esgamieritariamente assegnati € non sono
soggette a modifiche durante la trattazione
Se uno di questi o0 entrambi variano,purché lI'and@aoasse del cono e piano sezione rimane
minore dell’angolo di semiapertura del cono, nomlgia la natura della sezione conica, ma
cambiano le lunghezze dei segmenti costanti: disglori dei parametri; e, di conseguenza
cambiano i loro rapporti, ottenendo cosi diveysidi iperboli.
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- Le proprieta dei punti della sezione conica samerse da considerazioni geometriche: infatti
attraverso una serie di assiomi, di teoremi, doltar e di definizioni ora di geometria piana
ora di geometria solida si € riusciti a individuardimostrare relazione fra segmenti opportuni
che determinano univocamente le proprieta di geittii.

- Nelle relazioni si fa riferimento a grandezze viitiae a grandezze costanti o parametriche
sempre di tipo assoluto: per i matematici grecglandezze sono sempre segmenti o aree o
rapporti di questi. Relativamente alla figura prsgacall’inizio della trattazione sono

- 1) Nel primo metodo

variabili i segmenti AN o BANPN
costanti isegmenti EW,,8& o AE, AB, MF, MB

2) Nel secondo metodo

variabili i segmenti BN o AANPN
costanti i segmenti AB, MFQ

3)Nel terzo metodo

variabili i segmenti NF e PN
costanti i segmentER~ F,G=d (F, d), MF
- La trasformazione delle relazioni geometriche lmgjuaggio moderno di tipo algebrico con
relativo bagaglio operativo e servito semplicementendere piu snello il calcolo e piu chiari e
semplici i risultati raggiunti. Tale trasformazioha permesso di formalizzare in termini di
equazioni o identita dette relazioni geometricheli econstatare che tutte e tre i metodi
conducono allo stesso risultato.

Nella Storia della Matematica alcuni punti , alcusée, alcuni segmenti incontrati nella tratta-
zione hanno assunto nomi particolari in funzionérdelo applicativo che i matematici hanno
ritenuto attribuire ed usare nei loro scritti: cosi

- llpunto F é dettfuoca di conseguenza l'iperbole ha due fuochieB F,

- Il punto M é dettaentro.

- | punti A,B sono dettvertici

- Laretta d e dettdirettrice: di conseguenza I'iperbole ha due direttrigi ed &
- llsegmento AB eé dettasse principale o trasverso

- Il segmento parallelo a QQ’, passante per M,ttodasse secondario

- Il rapporto e = % e dettoeccentricita
- Lerette w e w’ sono dette asintoti per I'ipdgbo
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6 Sintesi

L’analisi stereometrica sulle sezioni coniche hanmesso di individuare proprieta e relazioni
geometriche che legano i punti di un piano e pagcente quelli del piano seziongcosi pure ha
permesso di individuare punti, segmenti, rette ppodi di segmenti caratteristici della sezione
conica: tutte queste figure appartengono sempngiaalo sezioner. Pertanto una volta trovata
'equazione risolvente tali relazioni geometrichella vieta di interpretare quella equazione come
I'equazione della sezione conica: il percorso fgaoantisce tale asserzione. Il tipo di equazidree ¢

Si e trovata &
b2 5 X2 v _

i 2
Nel primo caso yi=lx+—x ;=1
Nel secondo caso y? = Ix . %y= 2px
2 _ b> 5 X2 y?
Nel terzo caso yi=lx— —x , o=l

Con la relazione di sintesi per tutte e tre le@@ztoniche

PF

d(P,d)  °©

Con
nelprimocaso e<1, nelsecondocasa1 e nelterzocaso e>1.

Come si nota I'equazione risolvente € un’equazitireecondo grado a due variabili, dove figurano
dei parametri: variabili e parametri che hannordeli geometrici significativi in questo contestb.
problema che si pone ora € “ Una equazione algebiisecondo grado a due variabili in generale
definisce una sezione conica, visto che algoritgelarici permettono di trasformarla in una delle
tre forme scritte sopra ? “ La risposta a questiblpma sara oggetto del secondo capitolo con
l'introduzione dellaGeometria analitica dovuta al matematico e filosofo René Descartes

( Cartesio 1596 — 1650 ) col contributo di Pidbe Fermat, Francois Viete e di altri insigni
matematici.

Osservazione

La ricerca delle coniche mediante I'impostazionemgetrico-euclidea con l'uso di un cono
indefinito a due falde , poteva benissimo essedteita usando una sfera ed un pianad essa
tangente. Infatti se da un punto V esterno allsaséel al pianat conduciamo una stella di rette
tangenti alla sfera, queste intersecano il piangdwna curva, che risulta

a) Un’ellisse se la distanza tra pianoe V :d (¥ ) > 2 R (con R raggio della sfera) e se |l
piede della perpendicolare non cade nel puntondjeiaza tra piano e sfera , ( vedere figura 11)
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b) Una circonferenza se la distanza tra piano e YVdm ) > 2 R (con R raggio della sfera) e se
il piede della perpendicolare cade nel punto nijésza tra piano e sfera , ( vedere figura 12 )

Fig. 12

¢) Una parabola se la distanza tra piano e V : d 1 = 2 R (con R raggio della sfera) e se il
piede della perpendicolare non cade nel puntondjeiaza tra piano e sfera , ( vedere figura 13)
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d) Un’iperbole se la distanza tra piano e V : d (),< 2 R (con R raggio della sfera) e se |l
piede della perpendicolare non cade nel puntondjeiaza tra piano e sfera , ( vedere figura 14)

\

Fig. 14

La stella di rette tangenti alla sfera passantel peinto V determinano una superficie conica e la
sfera costituisce la sfera inscritta, pertantagionamento fatto precedentemente sul cono a due
falde puo essere esteso anche a questa situasometyica.

7 Appendice 1: tre problemi di Euclide

Si é detto nel corso del capitolo che fu Apollodid’erga nel suo trattatee Conicheha chiamare
le tre sezioni coniche con gli appellativi Hilisse, Parabola ed Iperboke in quel tratto di scritto si
e detto pure che tali parole erano gia note imn @intesti della geometria greca: infatti nei peshi
applicativi del secondo teorema di Euclide ci dbatte spesso in relazioni similari alle relazioni
incontrate.

Problema 1) Trovare un quadrato di area quellandettangolaiminuita ( o mancantedell’area
di un secondo quadrato

Risoluzione

Sia AB =I (fig. 15) il segmento assegnato e si consideri
il rettangolo ABCD con BC = x. Sul segmento AB atpa
da B si determini il punto E tale che BE = BC e si A
costruisca il quadrato BEGC con G elemento di D& N6 '
il punto medio AB. Se tracci nel semipiano di anigjia
retta passante per A e B non contenente il retlang
ABCD una semicirconferenza di centro M e di diametr 3 c
AB. Si tracci la retta passante per G ed E , egsaseca la
semicirconferenza in H. Si consideri il triangolélB, essendo Fig. 15
inscritto in una semicirconferenza, esso e rettemdroiché GH é perpendicolare ad AF , GH
costituisce l'altezza di AHB relativa all’ipotenusgpplicando il Il teorema di Euclide al triangolo
AHB, si ha la relazione :

EH? = AE - BE = ( AB-BE)-EB = (AB-BC)-BC= AB-BC-BC
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Q(eH) = Re, Bc)- Q(Be)

Il guadrato da cercare € @n)
Con scrittura dell'algebra moderna, posto EH =B{,= x ed AB 3 e sostituendo nella relazione
si ha

y? = lx — x?

Che manifestamente € simile all’equazione delss#inella prima versione

NB Nel testo del problema € scritta in corsivaieitura diminuita ( 0 mancantehe risulta una
traduzione del vocabolo greciiewyig

Problema 2) Trovare un quadrato la cui area w#ladi un rettangolposto sopra (o confrontato
con) un segmento assegnato.

Risoluzione

Sia AB =| ( fig. 16 )il segmento assegnato e si / “*\>a\
consideri il rettangolo ABCD con BC = x Si el \\\
prolunghi AB dalla parte di B di un segmento / L7 C
BE = BC . Sia M il punto medio di AE. Si tracci / . N
nel semipiano di origine la retta passante per A T O\
B, non contenente il rettangolo ABCD, una/ -~ g e
semicirconferenza di centro M e diametro AE. Si |
tracci la retta sostegno del segmento BC, essa
interseca la semicirconferenza in H. Il triangolo

AHE e rettangolo in H e BH e l'altezza di AHE® _ < )
relativa all'ipotenusa AE. Applicando al triangolo Fig. 16

AHE il Il teorema di Euclide, si ha:

BH?=AB-BE= AB-BC
Q ()= R(a8,BC)

Il guadrato da cercare & @)
Con scrittura dell’algebra moderna, posto BH B{,= x ed AB 3 e sostituendo nella relazione
si ha
y? =Ix
Che manifestamente € simile all’equazione dellalpala nella prima versione

NB Nel testo del problema € scritta in corsivodleitura posto sopra (o confrontato comrhe
risulta una traduzione del vocabolo grez@pofmin
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Problema 3) Trovare un quadrato la cui axeeede ( 0 va al di laquella di un rettangolo, posto
Su un segmento assegnato o di lato assegnato seéicondo quadrato.

Risoluzione

consideri il rettangolo ABCD con

BC = x. Si prolunghi AB dalla parte di B di un
segmento BE = BC e si costruisca il quadrato BEG
e successivamente si prolunghi AE dalla parte dii E
un segmento EF = BC. Sia M il punto medio AF. $i r
tracci nel semipiano di origine la retta per A exd@h T :

Sia AB =1 ( fig. 17) il segmento assegnato e si //

contenente il rettangolo ABCD un _
semicirconferenza di centro M e raggio MA=MF. Si° — < ¢
tracci la retta passante per G ed E , essa intetaec Fig. 17

semicirconferenza in H. Si consideri il triangol®lA, essendo inscritto in una semicir-conferenza,
esso é rettangolo. Poiché GH e perpendicolare ad @&H costituisce l'altezza di AHF relativa
all'ipotenusa. Applicando il Il teorema di Euclidetriangolo AHF, si ha la relazione :

EH? = AE - EF = ( AB+BE)-EF = (AB+BC)-BC= AB-BC+BC

Q(en) = Ree, sc)*+ Q(se)

Il guadrato da cercare & @n)

Con scrittura dell’algebra moderna, posto EH B¢,= x ed AB 9 e sostituendo nella relazione

si ha
y? = Ix + x?

Che manifestamente € simile all’equazione dellljoéz nella prima versione

NB Nel testo del problema e scritta in corsivaliaituraeccede ( o va al di la ¢ghe risulta una
traduzione del vocabolo greaatepfoin

Questi tre vocaboliéiewyig , mapaforn , vrepPoin, tradotti in tutte le lingue in modo cacofoni-
co fanno parte ormai del bagaglio culturale nelitematica. In italiano li si indicano cokllisse,
Parabola ed Iperbole.

Questi vocaboli hanno soppiantato definitivamemntealicitura escogitata dai matematici prima di
Apollonio: tale dicitura fa riferimento a semplickescrizione della maniera in cui sono state
individuate tali curve. Bisogna sapere che le teziani coniche venivano individuate
dall'intersezione di un piano perpendicolare ad gereratrice di tre coni retti distinti :

- coni acutangoli e la sezione conica venivarmiataoxytome
- coni retti e la sezione conica varchiamatarthotome
- coni ottusangoli e la sezione conica venivatataamblytome
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in questo contesto I amblytome o iperbole € unaawmon limitata sul piano sezionecostituita di

un solo ramo. E’ stato Apollonio a derivare tutteskezioni coniche da un unico cono circolare
obliqguo a doppia falda, per costui non era I'angtilapertura del cono che variava bensi I'angolo
tra la retta fondamentale del cono e il piano sezio una conseguenza di cio e I'introduzione di un
secondo ramo alla sezione conica: iperbole; in mudpiano seziona interseca entrambe le falde
del cono.

Appendice 2
Lettura ( C.H.Boyer — Storia della matematica — Oscar Stibodadori )

La prima scoperta dell’ellisse sembra essere ftitada Menecno come risultato collaterale di
un’indagine nella quale erano la parabola e I'iplglthe offrivano le proprieta richieste dalla zibne del
problema di Delo: laluplicazione del cubdPartendo da un cono circolare retto e con angblertice di
90°, Menecno trovo che, allorché il cono vieneitaglda un piano perpendicolare ad una generatace,
curva intersezione e tale che, in termini di modegrometria analitica, la sua equazione puo vesgiiga
nella forma § = Ix , dove | & una costante dipendente dallaadist del piano di intersezione dal vertice.
Non sappiamo in che modo Menecno abbia derivatetguiroprieta, ma essa dipende soltanto da tealiemi
geometria elementare.

Fig. 18

Sia ABC ( vedi figura 18 ) il cono retto rettangoh A e sia segato da un piangerpendicolare ad AC
lungo la curva EVG. Sia P un punto della curva.FDsi tracci un piang parallelo alla base BC, che tagli il
cono nel cerchio RPD e sia Q l'altro punto di iseione della circonferenza con la curva EDG. (tadl
simmetrico di P rispetto al diametro RD e pertaR@ & perpendicolare ad RD in O. Il triangolo RPD e
inscritto in una semicirconferenza e pertanto gepeale il secondo teorema di Euclide?B@RO « OD.
Consideriamo ora i triangoli OVD ed ABC, questnacsimili per avere gli angoli congruenti, cosi eur

sono simili SVA e ABC pertanto valgono le segu@ntiporzioni fra i lati:
OD:BC=0V:AB &V:BC=AV:AB.
Poiché VO é parallelo ad AB, il quadrilatero SVORreparallelogrammo, quindi SV = RO.

BC[AV EBC [OV _ AV [BC?

Pertanto P&= RO « OD = SV + OD = — oV
AB AB AB

Quindi abbiamo la seguente relazione:
_ AV IBC?

PO? -
AB

[OV
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BC?

BZ

Posto PO=y, OV=x , AV=p ;

=2 el =2p con scrittura di geometria analitica moderna

abbiamo §=I1x che & I'equazione della parabola
Se ora andiamo a considerare la sezione di un@orware retto acutangolo con un piano perpendrecad
una generatrice ( vedi figura 19)

Fig. 19

Sia P un generico punto della curva sezione
Sia ABC ( vedi figura 19 ) il cono retto acutangah A e sia segato da un piangerpendicolare ad AB
lungo la curva DPE. Sia P un punto della curvaPDa tracci un piang parallelo alla base BC, che tagli il
cono nel cerchio GPI e sia Q I'altro punto di isegione della circonferenza con la curva EDP. Qtasl
simmetrico di P rispetto al diametro Gl e pertaR@Q €& perpendicolare ad Gl in O. Il triangolo GPI &
inscritto in una semicirconferenza e pertanto pepeale il secondo teorema di Euclide?BG50 « Ol.
Consideriamo ora i triangoli DOG ed DBF, questi®simili per avere gli angoli congruenti, cosig@sono
simili AHB e BDF pertanto valgono le seguenti proponi fra i lati:

OD:DF=GO:BF AB:BF=AH:DF.

da cui GO_OD[BF od BF _ AB

DF DF  AH
Consideriamo i triangoli DME ed IOE , questi sommik per avere gli angoli congruenti, cosi purengo
simili ADM e ABC pertanto valgono le seguenti pragoni fra i lati:

DM:OI=DE:OE eNMd)BC=AD:AB

dacui Ol =$ ed DM =M

Pertanto P&= GO » Ol

Sostituendo in questa relazione otteniamo :

PG = ODI[BF EPM [OE _ ABIDOI[BCIADIOE _ BC[AD
DE AH [ABIDE AH [DE

[DO(DE - DO)

BC
Posto PO=y, DO=x , AD=p,DE= ZaE = k con scrittura di geometria analitica moderna ,

: kp o : . 2b?
abbiamo  §=kpx - 2a x> che & I'equazione dell’ellisse: postkp = —

Otteniamo I'equazione nella forma euclidea-archiezed
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2
2 _ 2
y =Ix-—X

Pertanto la curva cercata € un’ellisse, secondmiaenclatura di Apollonio, oppure oxytome secorao |
nomenclatura di Euclide-Archimede.
Se ora andiamo a considerare la sezione di un docware retto ottusangolo con un piano perperidieo

ad una generatrice ( vedi figura 20)

Fig. 20

Sia ABC ( vedi figura 13) il cono retto ottusangah A e sia segato da un piangerpendicolare ad AB
lungo la curva DPE. Sia P un punto della curvaPDa tracci un piang parallelo alla base BC, che tagli il
cono nel cerchio GPI e sia Q l'altro punto di isezione della circonferenza con la curva EDP. (tasl
simmetrico di P rispetto al diametro Gl e pertaR@Q €& perpendicolare ad Gl in O. Il triangolo GPI e
inscritto in una semicirconferenza e pertanto geoeale il secondo teorema di Euclide?RGBO « Ol.
Consideriamo ora i triangoli DOG ed DBF, questi®simili per avere gli angoli congruenti, cosi@sono
simili AHB e BDF pertanto valgono le seguenti progioni fra i lati:

OD:DF=GO:BF AB:BF=AH:DF.
ODI[BF BF AB

ed =

DF DF  AH

Consideriamo i triangoli DME ed IOE , questi sommib per avere gli angoli congruenti, cosi pureago
simili ADM e ABC pertanto valgono le seguenti pragoni fra i lati:

DM:OI=DE:OE eMdBC=AD:AB

dacui Ol :L[()E ed DM :M
DE AB

da cui GO =

Pertanto P&= GO » Ol
Sostituendo in questa relazione otteniamo :

PG = ODI[BF EPM [OE: ABI[DO[BCIADIOE _ BCIAD

= [DO(DE + DO)
DE AH [AB [DE AH [DE

BC
Posto PO=y, DO=x , AD=p,DE=2a EI; = k con scrittura di geometria analitica moderna ,

k 2
abbiamo  §= kpx +£ x? che & I'equazione dell’iperbole: poste kp = —
a

Otteniamo I'equazione nella forma euclidea-archiezed
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2
2 _ 2
y =Ix+—X

Pertanto la curva cercata € un’iperbole ( ecces9p secondo la nomenclatura di Apollonio, oppure
ambytome secondo la nomenclatura di Euclide-Arctiane
In tutte e tre i casi il parametiodipende dalla distanza p del pino sezione dalioceedel cono, inoltre

BC
qualunque sia la posizione del cerchio base dieisnBC il rapporto d}ﬁ rimane costante (= k)

Appendice 3:duplicazione del cubo

La duplicazione del cubo consiste nel determinargpigolo di un cubo il cui volume sia doppio di
guello di un cubo assegnato. Il primo a darne ymegszione fu Ippocrate da Chio ( sec. V a.C.)
che con una dimostrazione di geometria piana tnasfdl problema nei seguenti termini: inserire
fra due segmenti assegnati di misamb due medie proporzionatied con I'uso delle proporzioni
continue:a:c=c:d=d: b.Applicando la proprieta fondamentale delle propmmiilppocrate
ottiene la seguenti uguaglianza®=cb ; applicando l'altra proprieta delle proporzioni rieadalla

2
prima proporzionel = % .Sostituisce questo valore nella prima uguaglianatiiene:

—=cb
a2

Da cui ¢3 = a?b. Postob =2a, ricava la relazione:® = 2a3, pertanto Ippocrate afferma che il

segmenta risolveil problema della duplicazione del cubo: Posto= 1 , la misura dic =¥/2 :

valore difficilmente calcolabile con precisione, gopgsappiamo che € un numero aperiodico

illimitato e quindi il segmentco non e possibile individuarlo con esattezza.

Sfruttando questa stessa impostazione Menecnasosédraa e b = 2a due incognite x ed y
a:x=x:y=Yy:2a

e quindi sviluppa tre relazioni distintec: x =x:y ; x:y=y:2a e a:x = y:2a.

Applicando la proprieta fondamentale delle propmmei ottiene il seguente sistema

ay = x?
2ax = y?
xy = 2a?

Postoa = 1 , Menecno traccia le tre curve : ,
due parabole ed un’iperbole. Considero il \
segmento di estremi i vertici comuni delle \ !
due parabole e l'altro estremo nel punto di |
intersezione delle tre curve, tale segmento e
costituisce lo spigolo del cubo di volume
doppio rispetto al cubo di latb= 1 A
risolvendo cosi graficamente il problema
della duplicazione del cubo.

(&)

Fig. 21
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CAPITOLO I

Elementi di
GEOMETRIA ANALITICA , GONIOMETRIA E CONICHE

1 Introduzione

Y

Nel primo capitolo si € affrontato l'origine dell?ozione di conica, come intersezione di una
superficie conica indefinita con un piano non passaer il vertice del cono; con l'ausilio della
geometria elementare od euclidea si € giunti arahéare relazioni fra i punti del piano sezione
relativi alla figura intersezione. Successivameattaverso l'ausilio del formalismo algebrico,
sostituendo implicitamente (senza averlo dichigraao segmenti presenti nelle relazioni trovate la
misura della loro estensione, si € impostata I'emuree e si € affermata che tale equazione é
'equazione della curva in oggetto. Si e passat gwconsapevolmente dall’ambito geometrico
all’'ambito algebrico in modo naturale ma certamengroprio: infatti la geometria elementare
tratta si grandezze numeriche quando introduceonkcetto di misura di segmenti, di aree di
estensioni di figure piane e di volumi di estensidnfigure solide ma si tratta di grandezze
numeriche assolute; mentre l'algebra tratta grarelemimeriche relative: positive e negative, e
regole di calcolo operative fra queste: siano esm@bili 0 costanti. Pertanto quale struttura
matematica permette quel supporto teorico-argortieatahe traduce le relazioni geometriche in
relazioni analitiche od algebriche equivalenti ecassivamente interpreta i risultati analitici od
algebrici in termini geometrici ? Tale strutturggetto di questo capitolo, € @eometria Analitica
che é quel complesso di procedimenti e metodi enm@ttono di trattare questioni geometriche per
mezzo delle coordinate con metodi analitici od ltge Il metodo della Geometria Analitica
consiste nel tradurre I'enunciato geometrico: resocdelle sezioni coniche I'enunciato consiste
nella proprieta geometrica che definisce la conaae luogo geometrico, in un enunciato analitico
o algebrico: nel caso delle sezioni coniche I'ematocanalitico € un’equazione di secondo grado a
due incognite. Questa traduzione viene effettutdbilendo a priori su un piano un sistema di
coordinate monometrico ortogonale; successivameigiee determinato l'insieme dei punti del
piano che soddisfano I'enunciato analitico: ciagliazione; ed, infine si traccia il grafico: ciee |
curva o figura geometrica.

L’avvento della Geometria Analitica, dovuta al tdyuto di tre grandi matematici del XVII°
secolo Descartes, Viete e Fermat, fece perderéstmzione , dovuta ai matematici greci, delle
curve in tre categorie. La prima, nota come qui#iduoghi piani, era formata da tutte le rette e da
tutte le circonferenze; la seconda, nota come guki luoghi solidi,era formata da tutte la sezioni
coniche; la terza categoria, nota come quelldutghi lineari, comprendeva indistintamente tutte
le altre curve: per esempio la Quadratrice di Igpvasec. A.C.), la Concoide di Nicomede ( Il sec.
A.C.), la Cissoide di Diocle (Il — I sec. a.Cegc. Cosi pure I'avvento della Geometria Anaditic
ha permesso non solo che le equazioni ( prima ®él 3ec. espresse retoricamente da relazioni fra
figure ) sono determinate da curve ma anche chmuiee sono definite da equazioni: di qui il
mutamento dell’approccio allo studio delle conieldein generale delle curve, che da quel momento
sono state introdotte in modo numeroso. Oggi lan@#oa Analitica ci permette di studiare
qualsiasi tipo di curva: luogo geometrico.
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Premesse

Nello studio della Geometria Razionale ci si € imtcati a studiare le proprieta della retta, tra
gueste é fondamentale il postulato di continuitBeliekind:

Postulato 1)Se una ripartizione di tutti i punti della retta due insiemi e tale che ogni punto di
uno degli insiemi sta a sinistra di ogni punto &gito, allora esiste un punto ed uno solo dal qual
questa ripartizione di tutti i punti in due insignoi questa decomposizione della retta in due parti,
prodotta .

Nello studio dell’Algebra ci si € incontrati a stace le proprieta dei numeri reali, una volta digfin
come elemento separatore fra due classi contigueundieri razionali. Tra queste proprieta e
fondamentale il teorema di continuita dei numeireal

Teorema 1 ) Siano A e B due classi contigue di numeri reigdiiste uno ed un solo numero reale
kitale che sia k< k<k, per qualunqueij A e qualunqueke B. Tale numero reale k si
chiama elemento separatore delle classi A e B.

| due enti : I'ente geometricretta e I'ente algebricd’insieme dei numeri realpresentano una
analoga proprieta: la continuita, cioe il sussesyudei punti nell’'una e dei numeri reali nell’altro
avviene per continuita , pertanto & possibile ereara corrispondenza biunivoca tra i punti della
retta ed i numeri reali.

Relazione di ascissa ed ascissa di un punto su ue#ta orientata.

Dai postulati di appartenenza e da quelli dell’'nedsulla retta si puo affermare che i punti della
retta si possono ordinare secondo due versi,\d&ti di percorrenzayno opposto all’altro.

Def. 1) Una retta si dice orientata quando swsdae fissato un verso di percorrenza.

Il verso fissato sulla retta orientata, indicatm ama freccia, & detto convenzionalmente positivo;
mentre il verso contrario € detto negativo. SiawkBsegmento di una retta orientata, se A precede
B nel verso di percorrenza scelto sulla retta alleirdice che AB e concorde con l'orientazione
della retta: nel caso che AB é concorde si dieeAlB € positivo, altrimenti AB & negativo.

In geometria euclidea sono trattati i concetgstiensione e di misura. Ricordiamo che misurare un
segmento significa confrontarlo con un altro segmgireso come campione o0 unita e che |l
rapporto tra il segmento ed il segmento unitahsarma misura assoluta del segmento ed e un
numero reale positivo; se si vuole tenere contbadieintamento del segmento da misurare allora la
misura del segmento, rispetto al segmento orientaitario preso sempre positivo, € un numero
reale relativo, cioé un numero positivo o negativeecondo che il verso del segmento considerato
sia concorde o discorde col verso scelto sullarédtive giace il segmento.

Considerata una retta orientafdissato un punto O su di essa, per il postula@etiekind il punto

O divide la rettar in due parti: una costituita da punti successiviCanel verso positivo e l'altra
costituita da punti che precedono O nel verso magaFissata un’unita di misura e preso un
punto A della retta orientata siaa il numero reale relativo che esprime il rapportit segmento
orientato OA e l'unital: a > 0 se A segue Ox,= 0 se A coincide con Qy < 0 se A precede O. In
questo contesto logico il numero realé dettoascissadel punto A. In questo modo al punto A di
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r viene associato o fatto corrispondere un detetminamero reale relativo; il procedimento fatto
su A e possibile estenderlo a tutti i punti deitia orientata. Pertanto la relazione di ascissa
permette di porre in corrispondenza biunivoca rnitpdella retta orientata con i numeri reali: cioé
ad ogni punto della retta viene associato un numeale e fissato un qualsiasi numero reale esiste
un ben determinato segmento orientato che ha com® gstremo fisso O e secondo estremo il
punto da far corrispondere. La relazione di aactsg procedimento che permette di determinare il
numero reale da associare al punto della rettafrenéascissa del punto e il numero reale, che
esprime la misura del segmento orientato di estfengine O ed il punto in considerazione.

Pertantquando si fissa su una retta un punto O come agigim verso di percorrenza positivo ed
un’unita di misura, si dice che si é fissato sukidta un sistema di ascisse: si stabilisce cosi un
corrispondenza biunivoca tra i punti della rettdliasieme dei numeri reali.

La retta dove é fissato un sistema di ascisseamaibasse delle ascisseretta reale, I'ascissa del
punto é detta pureoordinata del puntogli elementi della retta reale si indicano cormA( cioé il
punto della retta orientata e il numero reale ahesprime 'ascissa.

Coordinate cartesiane e sistema cartesiano nel pie.

Si dimostra in geometria euclidea, come conseguéelzpostulato delle parallele, il
Teorema 2 ): Due rette parallele a due rette ertidlello stesso piano sono incidenti.
Da tale teorema ne deriva il seguente

Corollario : Se dagli estremi di due segmenti,réivin comune un punto, si tracciano due rette,
parallele ai due segmenti, allora tali rette siis¢cano in uno ed un solo punto .

Sfruttando questo teorema ed il suo corollariesaderiamo nel piano due rette reali x ed y, aventi
un punto in comune O, ed un punto A. Se da A sctaemo due rette parallele rispettivamente ad y
e ad X, queste intersecano la retta reale x ipwmo A e la retta reale y in All quadrilatero
OAAA, avendo i lati a due a due paralleli € un paal@mmo pertanto il punto A é
univocamente determinato. Poiché O é fisso, imtuentersezione delle rette x ed y , al variare di
A sul piano variano Asulla retta x e Asulla retta .

Il punto A in questo contesto € univocamente detetn, una volta fissate le rette x ed y , dg A
ed A ; questi punti sono punti di rette reali, pertaatbbessi € associato un numero reale od ascissa:
ad Ac > o e adA - B.

In sintesi per affermare che A é determinatoudaf si scrive A (@ ;).

Convenzionalmente la retta reale x viene assuntane retta base o fondamentale e viene
chiamataasse delle ascisgeconservando di fatto il suo nome originario gntre la retta reale y e
subordinata alla x e viene chiamaisse delle ordinateln questo modo ad un punto del piano
corrisponde una coppia ordinata di numeri realceVersa, data una coppia ordinata di numeri reali
(a; pB), sifissino sull’asse delle ascisse il puntodhascissar e sull’asse delle ordinate il punto
Ay di ordinatap} ; conducendo da,Ae da A le rette parallele rispettivamente ad y e ad xilpe
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teorema precedentemente dimostrato, € univocanuategminato il punto A intersezione delle
rette parallele tracciate.
Questo procedimento stabilisce wwrispondenza biunivocaa punti del piano e coppia ordinata
di numeri reali una volta fissata la coppia dige#ali che si intersecano, tali rette costituiscon
sistema di riferimento cartesiano
Le rette x ed y possono essere oblique o perpaad, il verso di percorrenza positivo puo esser
fissato indifferentemente , il punto di interseadd € univoco ed € detto origine del sistema, teuni
di misura sulle due rette puo essere la stessar@plifferente. Tuttavia convenzionalmente le rette
x ed y si assumono perpendicolari con I'asse dmdl@sse x parallelo al piano d’orizzonte, cosi
pure si assume sulla retta reale x il verso digreenza positivo quello che va da sinistra verso
destra, mentre sull’asse delle ordinate quello ehedal basso verso l'alto. Nel corso della
trattazione, a meno che non si indichi diversamente

- le rette reali x ed y si assumono perpendicolari

- Il verso di percorrenza sull’asse delle asciss assume da sinistra verso destra, mentre

quello sull’asse delle ordinate dal basso verdml'a

- L’unita di misura sui due assi € la stessa
Con queste condizioni si dice che sul piano é diatato unsistema di riferimento cartesiano
monometrico ortogonale.ll punto A del piano in questo riferimento e wogtamente determinato
dalla coppia @ ; B ) di numeri reali: i due numeri si dicogoordinate (cartesiane ortogonal), la
prima componente della coppia si daszissala seconda componente si dadinata.

Prerequisiti di geometria analitica allo studio dele coniche

a) Distanza euclidea
Data una retta reale thstanza fra due suoi purgiuguale al valore assoluto della differenza tra le
ascisse dei due punti: tale distanza si dice distanclidea.
Se A(o) eB(B),allora AB=d(A;B)=¢—-p|
Tale distanza gode di queste proprieta:

1) d(A:B)=0
2) d(A:B)=d(B:A)
3) Se CeAB,allora d(A;C)+d(C;B)=d(A;B

b) Ascissa del punto medio del segmento AB.

Se A(a) eB(B), allora Mg (#)
c) Distanza tra due punti del piano

Fissato sul piano un sistema di riferimento caat@simonometrico ortogonale xOy e presi due suoi
punti A(xa ; Ya) e B (s ¥s),
1) se A e B appartengono ad una retta parallelasaf'aelle ascisse x , allora
d(A;B)=[xn—x |
2) se A e B appartengono ad una retta parallelssa#¥'@elle ordinate y, allora
d(A;B)=[x—-¥]l
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3) altrimenti

d(A;B):\/(XA_XB)Z-l'(yA_yB)Z

d) Coordinate del punto medio del segmento AB.

XA+XB ,J'A+3/B)
2 2

Siano A(x;Yya)eB (% ;ys) le coordinate del punto medio sonqd\,(
e) Equazione del luogo geometrico piano

Nel primo capitolo si e definito per via geometritaoncetto di luogo geometrico piano: cioé
I'insieme di tutti e soli i punti del piano che got di una determinata proprieta; in questo capitol
l'introduzione della corrispondenza biunivoca tiasieme dei punti del piano e I'insieme delle
coppie ordinate di numeri reali permette di traduogni proprieta caratteristica dei punti di un
luogo in una relazione algebrica od analitica tesdissa e l'ordinata dei punti, cioe in una
equazione del tipo F (x;y) =0, dove F rapprga un numero finito di operazioni matematiche
sulle variabili x ed y. In questo contesto il medadgebrico od analitico permette di caratterizziare
luogo geometrico mediante un’equazione del tipo>;(y ) = 0. Se col si indica il luogo
geometrico, allora in geometria analitida= {P(x; y)|F(x; y) = 0} : cioé I'insieme dei punti P del
piano le cui coordinate soddisfano I'equazionelaiago.

Teorema 3): “ Condizione necessaria e sufficieffiacké un punto appartenga ad un luogo, é che
le sue coordinate soddisfino I'equazione del lubgo.

Questo teorema permette di tracciare sul pian@sarto lacurva rappresentativa ( o rappresenta-
zione grafica )dell’equazione: cioé la figura geometria del luogostituito da infiniti punti che
costituiscono le infinite soluzioni dell’equaziomeleterminata F (x ; y) = 0.

Si é detto precedentemente che la F indica I'insieelle operazioni matematiche sulle variabili x
ed y, pertanto se il tipo di operazioni sono escamente di tipo algebrico : cioé addizione,
sottrazioni, moltiplicazioni , potenze, divisiord estrazioni di radici, allora I'equazione e aldedr

e la curva e algebrica; altrimenti 'equazioneastendente , cosi pure la curva e trascendente. Tut
le equazioni algebriche a due variabili sono eqrazpolinomiali a due variabili. Proprieta tipica
dei polinomi € il grado assoluto, che caratteridzgrado dell’equazione e quindi I'ordine della
curva. In fatti la retta € una curva algebricagt&@ho ordine in quanto la sua equazione presenta un
polinomio di primo grado in x ed y: ax + by + d=con a#= 0V b # 0; mentre la conica & una
curva algebrica, come si vedra, del secondo ordinguanto la sua equazione presenta un
polinomio di secondo grado in x ed y: ?axbxy + cy + dx + ey + f = 0.

f) Richiami sulla retta
A) Equazione generale della retta in forma imficiax + by + ¢ =0,

-) Se & 0eb=c=0, I'equazione é quella dell'asdéededinate x =0

-) Se E0Oea=c=0,'equazione e quella dellasdedrscisse y=0

-) Se #0,b=0e e 0, 'equazione e quella di una retta parallefasde delle ordinate
-) Se B 0,a=0ee 0, l'equazione € quella di una retta parallelasde delle ascisse
-) Se &0, bx 0e e 0, I'equazione € una retta passante per I'ogigiegli assi
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-) Se & 0, bt 0ee+ 0. lequazione é di una retta generica del piano
a 4 . . TR
B) Posto m = I’ e q=— 5 'equazione generale della retta in forma egplie y = mx + q

-) Se m=qg =0, 'equazione e quella 'dsfie delle ascisse y=0

-) Se ¢ 0em=0, , I'equazione e quella di una retteajiela all’asse delle ascisse
-) Se i+ 0 e 0, I'equazione é una retta passante per 'ceigiegli assi

-) Se i+ 0e @ 0. l'equazione é di una retta generica del piano

C) Condizione di parallelismo di due rette

a b
-) in forma implicitaz = R in forma esplicita m=m’
D) Condizione di perpendicolarita di due rette

-) informaimplicita a-a’ + b-H’0 ; in forma esplicita m-m’=-1

E) Fascio di rette di centro B(xyp)
-) in forma implicita a(xpX+b(y—-y%)=0
-) in forma esplicita  yp¥m (X —%)

F) Distanza di un punto P { Xy, ) da una retta:
. o _ |axp+byp+c|
-) in forma implicita d (P;) =
) P () va?+b?
) .. |3’p_(mx+CI)|
-) in forma esplicita d ( Pr;) =
) P (Pr) 1+m?

Si da per acquisito che le formule enunciate daad)F) siano note al lettore e che le sappia
dimostrare .

2 CONICHE CANONICHE

Generalita:Nel | capitolo si & affrontato la ricerca di queldazioni geometriche che definiscono
le sezioni coniche come luoghi geometrici pianiccassivamente attraverso il formalismo
dell'algebra moderna si € giunti per tutti i tipiabniche ad una equazione di secondo grado a due
variabili.

Data ora un’equazione completa di secondo gradwea \@riabili, applicando i metodi della
geometria analitica, si vuole verificare che tajeazione definisce una conica. Sia
at+bxy+cy+dx+ey+f=0

Si dimostrera nel capitolo sulle trasformazioni dielno in sé e successivamente nel capitolo sulle
matrici che tale equazione € possibile trasfornelée sole forme

) AX+Cy+F =0 nel caso si tratti di ellisse erpole, dette coniche a centro
) AX+Ey=0 o Cy+Dx=0 nelcaso si tratti di parabola.

Tali forme non sono altro che le equazioni troyzevia geometrica dei diversi tipi di conica: & ta
forme si da il nome di equazioni canoniche delleicime. Si determini ora per ogni tipo di conica
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'equazione canonica per via analitica. Si statélisul piano un sistema di riferimento cartesiano
monometrico ortogonale xOy e sia P ( X ; y ) unegeo punto di detto piano e si trasformino le
proprieta geometriche dei punti dei diversi luogiie definiscono i vari tipi di coniche, in relaaio
algebriche.

Ellisse

Def.1) Si chiama ellisse il luogo dei punti detapo tali che la somma delle loro distanze da due
punti fissiF; edF, ( detti fuochi ) si@ostante.

Siano ked F idue puntifissi e sia 2¢c ( con ¢ >0) il valaella loro distanza: d (4F F, ) = 2c.
Sia 2a (con a > 0) il valore della somma costdetke distanze di un generico punto P dadr F

d(P;R)+d(P;E)=2a

Si assuma come asse delle ascisse x la retta sosieg
punti R ed K e come asse delle ordinate y la retta
perpendicolare alla retta x nel punto medio O del
segmento f~. Il punto O, essendo il punto di
intersezione degli assi di riferimento e [lorigirel
sistema. Si ponga per convenzione che sull’asde xlell
punto k precede il punto O e che Begue O, pertanto |l
segmento OFé negativo ed Of¢ positivo, essendo O
punto medio ked F, sono equidistanti da O. Nel sistema Fig. 1

di riferimento costruito le coordinate dei due pwano Rk (-c;0)e Ek(c, 0); se le coordinate
del generico punto sono P ( x, y), applicanddiséanza di due punti si ha:

d(P;R)=y/(x+0)2+ @y —0)2 = /(x +)? + y2
d(P;R)=y(x—0c)?+(y—0)2 = (x—c)?+y?

sostituendo nella relazione del luogo si ha

JE+)2+y2 +/(x—c)2+y?2 =2a
Tenendo presente i passaggi algebrici effettuatpmeo capitolo si giunge all’equazione

xZ y2 .
1) ; + b_2 =1

Con la condizione che?a- ¢ = If, con a > c per la diseguaglianza triangolamieata al
triangolo RPF,: ogni lato € minore della somma degli altri dua >22c.

Tale equazione si chianeguazione canonica dell’ellisse.
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Si vuole verificare che dato un punto P ( ;Xy, ) del primo quadrante del piano cartesiano
precedentemente determinato, che soddisfa I'equezi) con la condizione *a- ¢ = I la
reazione

d(P;R)+d(P;k)=2a

e soddisfatta.
Perché P soddisfi 'equazione 1) le sue coordisat® P ( X; Zw/a2 — x,% ). Si calcolino le
distanze di P dajfe da Iz :

d(P:FR)= ( + )2+b_2(2_ 2) = 242 +c24+q%—c?2— 2_|_f 2
(P;R)=_[(x, tc —=(a® —x, = [xp cxp +c?tat—c?—xp+—x

_ 2 c2 2 _ +C 2 _ C
= 2cxp+a +;xp = a axp —a+axp

2 2 :
d(P;Fz)=\/(xp—C) +2 (a2 - x?) :\/xpz—ZCprrCZ+a2—02—xp2+%xv2 -

_ 2 c2 . C 2 _ C
= —2cxp+a +;xp = a axp —a-axp

Sommando le due distanze

C C
d(P;®+d(P;@:a+zxp+a-zxp:2a

d(P;R)+d(P;R)=2a

NB. Si e preso un punto del primo quadrante pertapar conto del segno nell’estrazione di radice,
comunque qualunque punto del piano cartesianoesidar nella composizione dei segni si giunge
sempre allo stesso risultato. Pertanto qualuncud punto P soddisfacente I'equazione 1) vale la
relazioned (P ;fH+d (P ; k) =2a.

L’equazione 1) e stata trovata partendo dalla petgpigeometrica dei punti del piano, col metodo
analitico si &€ determinato un sistema di riferinoecdrtesiano, si sono determinati le coordinate dei
punti fissi e successivamente si sono applicatedele della geometria analitica e dell’algebra.

Una volta trovata I'equazione si & partiti da tatpiazione e si € scelto un punto arbitrario, le cui
coordinate soddisfano I'equazione stessa; e, griéicato attraverso regole algebriche che vale la
relazione geometrica iniziale. Pertanto il luogametrico definisce I'equazione e l'equazione

definisce il luogo geometrico. Dunque luogo geoinetrl’ellisse, ed equazione sono due modi

diversi di studiare I'ellisse.

Analisi dell'equazione 1) e ruolo dei parametri

Ricavando dall’'equazione 1) , detta forma implicita due forme esplicite: una relativa alla
variabile y e I'altra rispetto alla variabile x, s
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b
y:z\/a2 —x2 e x:%w/b2 — y?

Imponendo le condizioni di esistenza dei radiclgttengono le seguenti condizioni di variabilita
rispettivamente della x e della y:

—a <x <a e —-b<y<b
Considerato che x % a sono due rette parallele e ,‘ T | yab
simmetriche all’asse delle ordinate; e, che AN
y =+ b sono due rette parallele e simmetriche rispetto ¢ w " AN 4
H . . . u' P -~ N v
all’asse delle ascisse, ne deriva che l'ellissdtasuna g L .

curva chiusa al finito ed e tutta compresa neangfolo
individuato dalle suddette parallele agli assi.

Se ora si interseca l'ellisse con I'asse dellesascicioe
si mettono a sistema I'equazione 1) con I'equazione - Lt
dell'asse delle ascisse :

xV

Fig.2

x2 y2
2 =l
y=0

Si hanno i punti di intersezione di coordinate, (Aa;0) e A(a;0)

Se ora si interseca l'ellisse con I'asse deller@td: cioé si mettono a sistema I'equazione 1) con
'equazione dell’asse delle ordinate

xZ y2
2 =1

x=0
Si hanno i punti di intersezione di coordinate (Bb;0) e B(b;0). Dalla condizione

& - b’= ¢, deriva che non solo & a maggiore di c , ma éanwyggiore di b, il segmentoA,
costituisce I'asse maggiore dell’ellisse e valerBantre BB, € I'asse minore dell’ellisse e vale 2b,
pertanto il parametro a misura il semiasse maggilgparametro b il semiasse minore dell’ellisse e
dallimpostazione dei puntisFed R, detti fuochi, deriva che il parametro ¢ misuraémidistanza
focale.

*) Nel primo capitolo si € definita I'ellisse conilduogo dei punti del piano tale che il rapponta t
la distanza da un punto fisso e da una retta éss@more di 1: cioé
d (P; F)

m=e (cone <1)
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Fissato sul piano un sistema di riferimento caat®simonometrico ortogonale sia P un generico

punto di tale piano di coordinate ( x ; y ) e si@4€ ; 0) il punto fisso e la rettarelativa ad F , di
2

a
equazione sz.SicaIcoIinoIa d(P,F)#(x+c)2+y2 , d(P,)=

c . . : . d (P;F) .
posto e:Z e sostituendo i valori nella relazmge(P—_” = e siricava

cx+a?

[Gr P ? _c

cx+a? a
c

Operando algebricamente si ha

a~/(x + 0 + y2=|cx+a’]
X2+ 2dcx + &cP+ &y’ = AP+ 2dcex + &
(d-P) X+ ay’ = &(&-P)
Dividendo ambo i termini pefé& - ¢?) e semplificando e postéa & =& siha

2 2
X y
—+—==1
a? b2
Che risulta ancora I'equazione canonica dell'edliss
L’ellisse, presentando nella sua equazione le béireel quadrato ( come si avra modo di dimostrare
nel capitolo delle trasformazioni ), € un curvamietrica rispetto agli assi e all’'origine del sisteem

di riferimento. Tale origine costituisce il centiell’ellisse.
Punti, segmenti e rette notevoli dell’ellisse:

Il punto O (0 ; 0) e il centro, cosi pure cerdr@immetria

lpunti R (-c;0)ek(c;0)sonoifuochi

lpunti A7 (-a;0),A(a;0),B(0;-b),B(0;b)sonoivertici

| segmenti AA, e BB, di misura rispettivamente 2a e 2b sono #dasmggiore e l'asse
minore: segmenti che appartengono alle rette ey & 0

CIRCONFERENZA

Def. La circonferenza € il luogo geometrico dentpulel piano la cui distanza da un punto fisso ,
detto centro, € costante e tale costante € defigora

La circonferenza e un caso particolare dell’ellisggando i semiassi sono uguali o, che e lo stésso,
fuochi coincidono con l'origine del sistema. Poste= b = r raggio della circonferenza e ¢ = 0 so
stituendo nell’equazione canonica dell’ellisséhai’equazione canonica della circonferenza:

X + =P

conraggior e centro O(0; 0).
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PARABOLA

Def. La parabola ¢ il luogo geometrico dei punti giano equidistanti da un punto fiso( detto
fuoco ) e da una retta fisdg( detta direttrice )

d(P;F)=d(P;d) ( dove P & unag@mo punto del piano )

Sia 2p (con p >0) il valore della distanza: d;(dF) = 2p.

Si assuma come asse delle ordinate y la retta peiqueare
alla direttrice d e passante per il fuoco F e caisee delle
ascisse x la retta perpendicolare alla retta ypoelto O
equidistante da Fe da d . Il punto O, essendo il punto di
intersezione degli assi di riferimento e l'origidel sistema.
Si ponga per convenzione che il punto H di intdmsez tra

la direttrice d e I'asse delle grecede il punto O e che F : | .
segue O, pertanto il segmento OH e negativo edeOF R ¢
positivo, essendo O punto medio H ed F sono edaitisda
O. Nel sistema di riferimento costruito le coordendel fuoco Fig. 3

sono F (0; p) e l'equazione della direttricey & p = 0; se le coordinate del generico puntwso
P (x,y), applicando la distanza di due puria distanza punto retta nella forma implicita, s
che

d(P;F)=/x*+(y—p)? e d(P;d)=|pt
Sostituendo nella relazione d (P ;F)= d @dP;, siha
Vx2+(—p)? = |y+pl|

Operando algebricamente
x>+ (y—-p)?= (y+p)?

X2+ y-2py+ = Y+2py+p

eliminando e trasportando si ha

X2 = 4py
dividendo ambo i termini per 4p,si ha
1
y= Ip X

1 . N . .
posto a 3‘; e sostituendo , si ottiene I'equazione canonickgerabola

2) y=a¥X
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Come per l'ellisse anche qui si dimostra che datgunto del piano cartesiano le cui coordinate
1
soddisfano I'equazione y = & xon la condizione a i; , allora il punto soddisfa il luogo

geometricod (P;F)= d (P, d). Infatti Isecoordinate di P (pX Y, ) soddisfano I'equazione
vuol dire che y= a % quindi le coordinate di P sono {xa x°). Si calcolino ora le distanze di P
da F e dalla direttrice d : y + p = 0.

d(P;F)=pr2+(axp2—p)2 =\/xp2+($xp2—p)2 =

= ozt —tx, —tezap? = [ 4 lp24p2 =
" T Iepr X" TP Tepz P T %" TP

_ 1 Z_ 1 2
_\/(Expz-l'p) _lgxp +p|

D(Pid)=ly+pl=f x> +p]
Da cui
2

L S
| X" tPI=lg %"+

cioe d(P;F)=d(P;d)

L’'equazione 2) é stata trovata partendo dalla petgigeometrica dei punti del piano, col metodo
analitico si &€ determinato un sistema di riferinoecdrtesiano, si sono determinati le coordinate dei
punti fissi e successivamente si sono applicatedele della geometria analitica e dell’algebra.
Una volta trovata I'equazione si € partiti da tatpiazione e si € scelto un punto arbitrario, le cui
coordinate soddisfano I'equazione stessa; e, griéicato attraverso regole algebriche che vale la
relazione geometrica iniziale. Pertanto il luogametrico definisce I'equazione e l'equazione
definisce il luogo geometrico. dunque luogo georoetrel caso la parabola, ed equazione sono
due modi diversi di studiare la parabola.

L’equazione che precede la 2) non é quella cheaatbirovato nel primo capitolo, tuttavia con una
scelta diversa del sistema di riferimento si deteanta forma di equazione uguale a quella. Infatti
se si invertono gli assi cartesiani del riferimeatsi pone la distanza fuoco direttrice uguale, asp
arriva all’equazione

Y= 2px

Si assuma come asse delle ascisse x la retta perpkme alla direttrice d e passante per il fubco
e come asse delle ordinate y la retta perpendealéa retta x nel punto O della retta x eguid
stante da Fe da d . Il punto O, essendo il punto di intersezidegli assi di riferimento € I'origine
del sistema. Si ponga per convenzione che il pthth intersezione tra la direttrice d e l'asse
delle x precede il punto O e che F segue O, pertanto iheatp OH e negativo ed @Fpositivo,
essendo O punto medio H ed F sono equidistanti dBleD sistema di riferimento costruito le

coordinate del fuoco sono I%( 0) e I'equazione della direttrice & >§£ 0; se le coordinate del
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generico punto sono P ( x , y ), applicando laatiza di due punti e la distanza punto retta nella
forma implicita, si ha che

d(P;F)=J(x—§)2+y2 e d(P;d)=|%t

Sostituendo nella relazione d (P;F)= d@dP;, siha

[T e

Operando algebricamente

(=9 +y2= (x+2)
2 2

X2 — pX +p:+y2: x2+px +pT

eliminando e trasportando si ha
y? = 2px

che risulta I'equazione della parabola trovatansetodo geometrico. La differenza fra le due forme
consiste nel cambio di riferimento e che 'asssigimetria della parabola nel primo caso coincide
con l'asse delle ordinate y, nel secondo caso meemcide con I'asse delle x ed inoltre si & posto
nel primo caso d ( F; d) = p e nel secondo 2pttadndosi di parametri, quindi valori assegnalg ta
impostazione non altera la natura e la forma daelfaa.

Analisi del’'equazione e dei parametri relativi ay = a »

Nell’equazione canonica della parabola I'unico pagto che vi figura € il parametro a , che risulta
dipendente da p: cioé dalla distanza del fuoco IFodgine del sistema di riferimento o vertice
della parabola. Man mano che il fuoco si avvicitla @igine anche la direttrice si avvicina
all’origine, il valore di p diminuisce, mentre iblore di a aumenta, da qui discende che I'apertura
della parabola va sempre piu diminuendo: questeraia nel punto O una curvatura che va
sempre piu aumentando, mantenendosi rivolta vérsemiasse positivo delle ordinate se a > 0
altrimenti verso il semiasse negativo delle ordirst a < 0: cio dipende anche dal fatto che feoco
direttrice si invertono per simmetria rispetto @ligine del sistema di riferimento. Quindi il
parametro a ci da due informazioni, relativamefitecauazione scritta: una relativa al verso della
concavita e I'altra se la curvatura in O € piu cxmaccentuata.

Se la concavita e rivolta verso il semiasse pasitielle ordinate il vertice O della parabola € un
punto di minimo, essendo il piu piccolo dei valohe la parabola puo assumere sull'asse delle
ordinate; se la concavita e rivolta verso il sesgasegativo delle ordinate il vertice O della
parabola € un punto di massimo, essendo il piudgratei valori che la parabola puo assumere
sull’asse delle ordinate. La parabola, avendo muwte con I'asse delle ascisse il solo punto O, &
tangente in questo punto a tale asse.



66

Poiché I'equazione presenta la variabile x al gatdia parabola € simmetrica rispetto all'asseedell
ordinate che costituisce per la parabola I'asssigimetria

Punti e rette notevoli:

Il punto O(0; 0) e il vertice della parabola

1
Il punto F (O ;E ) e il fuoco della parabola

Laretta x =0 é l'asse della parabola

1
Laretta y= “ia e la direttrice della parabola.

IPERBOLE

Def. L’iperbole € il luogo geometrico dei puneldpiano tali che la differenza delle distanze da
due punti fissi sia costante.

Siano ked F idue puntifissi e sia 2c ( con ¢ >0) il valakella loro distanza: d (;F F,) = 2c.
Sia 2a (con a > 0) il valore della differnza emsé delle distanze di un generico punto P dad
F2

| d(P;E)-d(P;K)|=2a

T7

Si assuma come asse delle ascisse x la retta sostiegy

punti R ed kR e come asse delle ordinate y la retta \
perpendicolare alla retta x nel punto medio O del
segmento f. Il punto O, essendo il punto di intersezione
degli assi di riferimento € I'origine del sisten®i. ponga
per convenzione che sull'asse delle x il puniprieécede il
punto O e che Fsegue O, pertanto il segmento ;0%
negativo ed OF¢ positivo, essendo O punto medi@dF,

sono equidistanti da O. Nel sistema di riferimerastruito Fig. 4

le coordinate dei due punti sonq (Fc;0)e k(c, 0); se le coordinate del generico puntag®n
(x,y), applicando la distanza di due puntiai h

d(P;R)=yJ(x+0)2+ @y —0)2 = /(x +)? + y2
d(P;I-'2)=\/(x—c)2+(y—0)2 = \/(x—c)2+y2

sostituendo nella relazione del luogo si ha

V=) +y2— J(x+c)2+y?| =2°
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Tenendo presente i passaggi algebrici effettuipmeo capitolo si giunge all’equazione

Con la condizione che?c- & = ¥, conc >a per la diseguaglianza triangolaicata al
triangolo RPF:: ogni lato € maggiore della differenza degli alwe 2c > 2a.
Tale equazione si chianeguazione canonica dell’iperbole.
Si vuole verificare che dato un punto P ;xy, ) del primo quadrante del piano cartesiano
precedentemente determinato, che soddisfa 'eqnez®) con la condizione *c- & = I la
relazione

|d(P;Ek)-d(P;k)|=2a
e soddisfatta.
Perché P soddisfi 'equazione 3) le sue coordisate P ( X ; ZW ). Si calcolino le

distanze di P dajfe da | :

d(P;hk) :\/(xp +C)2 +Z_z(xp2 _az) =\/(xp +C)2 +Cza_2a2 (xpz _az) =

2 2
- 2 2 2 _ 2 _ 42485, 2 = 24%, 2 =
—\/xp +20xp+c +a C Xp +a2xp = JZcxp+a +a2xp =

2
_ c _ c
= (a+zxp) = a+zxp

4(PiB)= (- 0) + 5 (7 —a?) = (5= ) + S (5 - ) =

2 2
— |2 2 _ 2 2 _ 2,245, 2 = [_ 245, 2=
—\/xp 2cxp tcftat —cf—xpt + \/ 2cxp +at+—x,

Sottraendo le due distanze

c c
|d(P;B)-d(P;R)|=la+—Xp +a-—xp| =2a

|d(P;R)-d(P;k)|=2a

NB. Si é preso un punto del primo quadrante pertapar conto del segno nell’estrazione di radice,
comunque qualunque punto del piano cartesianoesidar nella composizione dei segni si giunge
sempre allo stesso risultato. Pertanto qualuncué punto P soddisfacente I'equazione 3) vale la
relazione |d (P ;dr-d (P ; k) | = 2a.

L’equazione 3) é stata trovata partendo dalla petgigeometrica dei punti del piano, col metodo
analitico si &€ determinato un sistema di riferinoecdrtesiano, si sono determinati le coordinate dei
punti fissi e successivamente si sono applicatedele della geometria analitica e dell’algebra.



68

Una volta trovata I'equazione si € partiti da tatpiazione e si € scelto un punto arbitrario, le cui
coordinate soddisfano I'equazione stessa; e, griéicato attraverso regole algebriche che vale la
relazione geometrica iniziale. Pertanto il luogametrico definisce I'equazione e l'equazione
definisce il luogo geometrico. dunque luogo geoimetmel caso I'iperbole, ed equazione sono due
modi diversi di studiare l'iperbole.

Analisi dell'equazione 3) e ruolo dei parametri

Ricavando dall’equazione 1) , detta forma implicita due forme esplicite: una relativa alla
variabile y e I'altra rispetto alla variabile x, s

Ny a—) —& [y2 _ p2
Y==-vVx*—a e X b\/y b

a

Imponendo le condizioni di esistenza dei radicalpttengono le seguenti condizioni di variabilita
rispettivamente della x e della y:

x<—-av x=a e y<-bvy=b

Considerato che x =+ a sono due rette parallele ex\ !

simmetriche all’asse delle ordinate; e, che AN

y =+ b sono due rette parallele e simmetriche rispetto \ .

all'asse delle ascisse, ne deriva che l'ellissaltasuna RN /
+ Ay

curva aperta ed illimitata tutta esterna al rejtdo
individuato dalle suddette parallele agli assi, Itheo
tracciando le rette sostegno delle diagonali de tal
rettangolo i due rami dell'iperbole sono compres&ce
'angolo formato da tali rette contenente in queshso -
I'asse delle ascisse x. Infatti intersecando led8) una Fig. 5

retta parallela all’asse delle ordinate entro inpa di variazione delle x si ha che il segmento
intercettato su tale retta dall'iperbole € semmnagreso nel segmento intercettato sulla stessa rett
dalle due rette diagonali del rettangolo. Inoliraata che crescendo in valore assoluto I'ascidsa x
differenza dei due segmenti va diminuendo ed é serppssibile fissato un valore positi¥o
piccolo a piacere esiste una retta parallela a¥adelle ordinate di ascisgatale che la differenza

in valore assoluto dei segmenti intercettati sestia € minore di. | matematici nel tempo hanno
chiamato questa situazionangenza allinfinitodell’ iperbole con le rette diagonali e le rette
diagonali sono chiamatasintoti dell'iperbole. Nel primo capitolo tali rette sono le rette di
intersezione del piano sezione passante per ilceetel cono con la superficie conica, che risulta
essere il caso degenere della conica. Verifichitateosituazione: sia x =, supponiamo con g > a,

b
e sianoy =t 2 X le due rette diagonali. Intersechiamo la rettq y¥rima con I'iperbole e poi con

le due rette e determiniamo le coordinate dei pdintitersezione:

Xz y 1 b
Z_—Z2_ = = +=x2 — g2 ,
R ORI e W NG

X =
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Cav- oD [T 2
d(A:A)=2-/q2 —a

_b, __b,
{y_a B(qi2q) ; {y_ a B'(q;—=2q)
q xX=dq

d(B;B')= 2§q
Confrontando le due distanze: d(A;AS) (B;B’), siha

b r5— 732 <« b
2 ~Vqi—a S 2a q
- : - b . L
dividendo ambo i termini per —aZ- ed elevando al quadrato ambo i termini si ha

2 2 2
qg-—a* s (

Eliminando quantita uguali si ha:a® <0 cio@ dA:;A)<d(B;B') Vg €R. Man mano
che g assume valori grandissimi la differenga— a? si va sempre pitl avvicinando al valore 8i g
e quindi i punti A e B da una parte e A’ e B’ daltta parte si vanno sempre piu avvicinando fino a
toccarsi all'infinito.

Se ora si interseca l'iperbole con I'asse dellesasc cioé si mettono a sistema 'equazione 3) con
'equazione dell'asse delle ascisse

Si hanno i punti di intersezione di coordinate (Aa;0) e A(a;0)
Se ora si interseca l'iperbole con I'asse dellerai@: cioé si mettono a sistema I'equazione 3) con

'equazione dell’asse delle ordinate

2 2

X y
@zt

x=0
Non si hanno punti di intersezione.

Dalla condizione %+ b?= ¢, deriva che non solo & ¢ maggiore di a , ma éanwggiore di b, il
segmento AA, costituisce I'asse trasverso dell'iperbole e vade per analogia con l'ellisse sia
B1(0;-b) e B(0; b) e I'asse non trasverso dell'iperbole e \2be pertanto il parametro a misura il
semiasse trasverso, il parametro b il semiassetrasuerso dell’iperbole e dall’impostazione dei
punti i ed R, detti fuochi, deriva che il parametro ¢ misuradmidistanza focale.

*) Nel primo capitolo si & definita I'iperbole conileluogo dei punti del piano tale che il rapporto
tra la distanza da un punto fisso e da una restta & maggiore di 1: cioe
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d (P;F)

mze (cone >1)

Fissato sul piano un sistema di riferimento caat®simonometrico ortogonale sia P un generico
punto di tale piano di coordinate ( x ; y ) e si@4€ ; 0) il punto fisso e la rettarelativa ad F , di
2
a
equazione x = ~ Si calcolino la

cx+a?
d(P,F)sg/(x+¢c)?+y%2 , d(Pr)=
c . . . __d (P;F) .
posto e=— e sostituendo i valori nella relazione—— = € siha
a d(pP;r)

Jx+0)2+y? ¢

cx+a? T a
c

Operando algebricamente si ha

a-/(x + c)? + y2=|cx+a?
ax*+ 2dcx + &c?+ &y? = AP+ 2dcx + &
cambiando di segno ambo i termini, si ha
(G-d) -y’ = &(-&)
Dividendo ambo i termini peféc?- &) e semplificando e postd a b’ = & si ha

xZ yZ .
a? b?
Che risulta ancora I'equazione canonica dell'ipé&bo

L'iperbole, presentando nella sua equazione leabdrial quadrato ( come si avra modo di
dimostrare nel capitolo delle trasformazioni ),reaurva simmetrica rispetto agli assi e all’'origine
del sistema di riferimento. Tale origine costit@isiccentro dell’iperbole.

Punti, segmenti e rette notevoli dell'iperbole:

Il punto O (0; 0) € il centro, cosi pure cerdrgimmetria

lpunti R(-c;0)ek(c;0)sonoifuochi

lpunti A;(-a;0),A(a;0) sonoivertici

| segmenti AA, e BB, di misura rispettivamente 2a e 2b sono éasasverso e I'asse non
trasverso: segmenti che appartengono alle rette g y = 0
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b
Le rette y =t 2 X sono gli asintoti dell'iperbole: tali rette, comedimostrera in un‘altra parte

del libro, non sono altro che i fattori di decomigame del binomio presente nell’equazione

ica dell'iperbol liati nfadie — 2 (xﬁ—y)(x ’j
canonica dell'iperpole uguagliatl a zero: Infa _ = - - - -
P guag a? b2 a b/\a b

ox Y X Y _n . ... _Db __»b
da cui a+b_0 e - b—O.moey—ax € y=—-x ,checon

scrittura sintetica si ha

y=ft-x

QlT

Iperbole equilatera

Nell’equazione canonica dell’'iperbole

x2 yZ

!

a? b2

Se a=Db, l'iperbole assume una forma diverda- y? = a?. )
A tale iperbole si da nome dderbole equilaterariferita agli W PR
assie le rette y =+ x sono i suoi asintoti: tali rette sono le
bisettrici dei quadranti del sistema di riferimemasono rette
perpendicolari. La relazione che lega i parametifigerbole

in questo contesto si riducono a c2a ed e=+/2

Fig.

Casi degeneri delle coniche

Come si e detto nell'iperbole le diagonali del astjolo fondamentale costituiscono il caso
degenere dell'iperbole e poco sopra si e visto tele rette si trovano annullando il binomio di
secondo grado nell’equazione canonica; se ora p&iogia si estende tale situazione algebrica

all'ellisse e alla parabola, si avra che I'elliglsgenera in un punto, infatti uguagliando a zkro i
2 2
X
binomio pe) + % = 0 I'unico punto del piano cartesiano che soddisfauzione € O (0;0):

mentre per la parabola %x0 : cioé x = 0 viene soddisfatta da tutti i puntisti sull'asse delle
ordinata, quindi la parabola degenera in una rettatata due volte: cioé due rette parallele e
coincidenti. Questo fatto dipende da una situazigeemetrica infatti nel primo capitolo si sono
definite coniche le sezioni di una superficie canitdefinita a doppia falda con un piano non
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passante per il vertice. Se ora si fa passareanigsezione per il vertice, applicando il teorema
enunciato all'inizio del primo capitolo abbiamo tieersi casi

-) il piano interseca in un punto la superfioomica , caso dell’ellisse e della circonferenza

-) il piano interseca in una generatrice ed edséangente alla superficie conica si intende alee t
retta generatrice e contata due volte, caso datiabpla

-) il piano interseca in due generatrici quindi doe rette distinte la superficie conica, caso
dell'iperbole

Pertanto situazione algebrica e situazione geocaetwincidono, quindi i matematici coniarono |l
termine di ellisse degenere: il punto, se il pipagsante per il vertice ha il solo vertice in comun
con la superficie conica ; parabola degenere: tia rese il piano passante per il vertice ha una
generatrice in comune con la superficie conicabipie degenere : le due rette , se il piano passant
per il vertice ha due generatrici in comune cosuperficie conica.

Si accennera in altra parte del libro che con rtidtzione dei numeri complessi, I'ellisse e la
circonferenza degenerano in due rette immagin@oe, I'introduzione di un cono col vertice
all'infinito quindi un cilindro la parabola degeaein due rette parallele e distinte, I'iperbole
continua anche in quei contesti a degenerare inetteeincidenti. Questo fatto indurra ad affermare
che le coniche degenerano sempre in due rette.

3 condizioni per determinare una conica la cui equapine € in forma canonica.

Le equazioni delle diverse coniche affrontate @némno tutte le due variabili x ed y, che costitui-
scono l'ascissa e l'ordinata di un generico purgbpiano cartesiano la cui dipendenza, 'una dal-
I'altra e viceversa in termini di operazioni mateitiae di tipo algebrico, definisce quelle proprieta
del luogo insite nella definizione delle diversaicbe. Inoltre dette equazioni presentano dei para-
metri, che sono delle costanti numeriche: tali peetei devono essere stabiliti nei loro valori nume-
rici prima di ogni analisi delle equazioni, perdadoro conoscenza permette di tracciare un deter-
minato grafico. Infatti variando prima dello studibuna equazione i parametri, non varia la natura
della conica: cioé se I'equazione é relativa difsk, I'equazione con i diversi parametri € sempre
relativa all’ellisse; cambia invece la forma deafigo ellisse. Da cid deriva che per studiare una
determinate equazione di una specifica conicanal dii tracciare il grafico relativo bisogna che si
assegna all'inizio il valore numerico dei singadirametri. Tale assegnazione puo effettuarsi in due
modi o sostituendo nell'equazione ai parametrioraaumerici o assegnando condizioni specifiche
a cui la conica deve soddisfare per realizzareal grafico. Tali condizioni permettono di trovare
relazioni algebriche che individuano univocameihtgalore dei parametri: come soluzioni di
equazioni o di sistemi di equazioni. Il numero drgmetri presenti nell’equazione canonica fissa
pure lo stesso numero di condizioni necessariénpiriduare una conica. Detto questo analizziamo
le diverse coniche singolarmente.
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Ellisse

Nell’equazione canonica dell’ellisse sono presehte parametri, pertanto per determinare una
conica specifica bisogna assegnare due condizioni:

- Il passaggio per un punto assegnato da una condiziofatti sia Q ( x; Yq ) , Si imponga

2 2
che 'ellisse passa per Q quin%f’? + % =1 dacuib®x,* + a’y,* — a*bh* = 0,

Noto il valore di a si conosce il valore di b , deriva che si debba imporre una nuova
condizione: per es. il passaggio per un altro ppotché non legato da vincoli di simmetria
con il punto Q né rispetto agli assi né rispetto@adiine O.
73

- La conoscenza delle coordinate di un fuoco da wmaizione: infatti sia noto,H -¢ ; 0),

ricordando la relazion€a-c>= ¥ ,dacui b = + / a2 - 2

Noto il valore di a si conosce il valore di b , deriva che si debba imporre una nuova
condizione

- La conoscenza delle coordinate di un vertice dacamalizione, tale condizione € la stessa
nella conoscenza di un semiasse: infatti sia nat¢ & ; 0 ), nell’equazione si conosce a
mentre non & noto il valore d? b quindi necessita di un’altra condizione; se cgtie
B(0; b) nell’equazione si conoscé mentre non & noto il valore df aquindi necessita di

un’altra condizione.

2
- La conoscenza della direttrice da una condizianfatti d, = x =y, mad= x=— %,

. C2
dacui a=—
Y

- La conoscenza dell’eccentricita da una condizios® e = q , dalla relazionee = —
a

2 3.2
elevando al quadrato e sostituendo siefa= 2 azb da cuib = +a\/1—¢q? ; noto il

valore di a si conosce il valore di b, ne derilia si debba imporre una nuova condizione.

Ulteriori condizioni si incontreranno quando dgfinira la retta tangente all’ellisse, l'area
dell’ellisse : qui per inciso diciamo che la cornasza di questi enti da una condizione. E’ chiaro
che le condizioni non sono finite . Nei problemincbellisse se ne presenteranno altri tipi;
comunque quelle esposte sono quelle che si presepia spesso.

La composizione di due di queste condizioni perenelit determinare I'equazione di un’ellisse
specifica. Tale composizione consiste nel mettesistama le due condizioni, in modo da avere due
equazioni in due incognite, che sono i due parametr
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Circonferenza

Nell’equazione canonica della circonferenza é preesan sol parametro: il raggre pertanto per
determinare una circonferenza specifica bisognegasse una condizione:

- Il passaggio per un punto assegnato da una condiziofatti sia Q ( x; Yq ) , Si imponga

che la circonferenza passi per Q quingjj® + y,* = r*> dacuir = /xqz + Y42,

- La conoscenza del raggiaa una condizione

. ’cﬂ
- Laconoscenza dell’'area da una condizione= |—
T

- Quando si definira la retta tangente alla circogrien, la sua conoscenza da una condizione

E’ chiaro che le condizioni non sono finite . Nedlplemi con la circonferenza se ne presenteranno
altri tipi; comunque quelle esposte sono quellesilpFesentano piu spesso.

Parabola

Nell’equazione canonica della parabola € presentgarametro, pertanto per determinare una
parabola specifica bisogna assegnare una condizione

- Il passaggio per un punto assegnato da una condiziofatti sia Q ( x; Yq ) , Si imponga
. - . y
che la parabola passi per Q quinglj = axq2 dacuia = x—qz,
q
- La conoscenza delle coordinate del fuoco da unaizimme: infatti sia noto £( 0 ;B ),

. 1 . 1 , 1
ricordando F ( 01—) siha p=— dacui a=—
4a 4a

4p
- La conoscenza della direttrice da una condizidnéatti d= y =y, mad= y = —4—1a , da
. 1
Cui a=—-—
4y

- Quando si definira la retta tangente alla parabalaya conoscenza da una condizione

E’ chiaro che le condizioni non sono finite . Neplplemi con la parabola canonica se ne
presenteranno altri tipi; comunque quelle espsst® quelle che si presentano piu spesso.

Iperbole

Nell'equazione canonica dell'iperbole sono preseite parametri, pertanto per determinare una
iperbole specifica bisogna assegnare due condizioni
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- Il passaggio per un punto assegnato da una condiziofatti sia Q ( X; Yq ) , Si imponga

. . Xg2 2 .
che la conica passa per Q qum%qz— - ybiz =1 dacuib®x,* — a*y,* — a*bh* = 0,

Noto il valore di a si conosce il valore di b , deriva che si debba imporre una nuova
condizione: per es. il passaggio per un altro pyoiehé non legato da vincoli di simmetria
con il punto Q né rispetto agli assi né rispett@adjine O.

- La conoscenza delle coordinate di un fuoco da wmaizione: infatti sia noto;H -¢ ; 0 ),
ricordando la relazion€a ¥ =¢® , dacui b = +V &2 — a2
Noto il valore di a si conosce il valore di b , deriva che si debba imporre una nuova
condizione

- La conoscenza delle coordinate di un vertice daaamalizione, tale condizione € la stessa
nella conoscenza di un semiasse: infatti sia nat¢ & ; 0 ), nellequazione si conosce a
mentre non & noto il valore df b quindi necessita di un’altra condizione; se cgie
B(0; b) nell’equazione si conoscé mentre non & noto il valore df aquindi necessita di

un’altra condizione.

2

- La conoscenza della direttrice da una condizianfatti b = x =y, mad= x=— %,
2

dacui a=<
Y

- La conoscenza dell’eccentricita da una condizies® e = q , dalla relazionee = 2

2 2
elevando al quadrato e sostituendo sidfa= 2 ;_Zb da cuib = +a./qg?—1 ; noto il

valore di a si conosce il valore di b, ne derikia si debba imporre una nuova condizione.
- La conoscenza di un asintoto da una condizionattinposto y = mx con m noto,

b . b . . . .
confrontando cony =X, siha: m =, da cui b =ma. Noto il valore di a si conosce il
a a

valore di b, ne deriva che si debba imporre ur@vawondizione.

Ulteriori condizioni si incontreranno quando dgfinira la retta tangente all'iperbole, qui per
inciso diciamo che la conoscenza di questo entendacondizione. E’ chiaro che le condizioni non
sono finite . Nei problemi con liperbole se ne g@eteranno altri tipi; comunque quelle esposte
sono quelle che si presentano piu spesso.

La composizione di due di queste condizioni perenglit determinare I'equazione canonica di
un’iperbole specifica. Tale composizione consigkemettere a sistema le due condizioni, in modo
da avere due equazioni in due incognite, che sone parametri.

Nel caso dell'iperbole equilatera, figurando un gatametro, una sola delle condizioni enunciate
permette di determinare I'equazione di un’iperkexdeilatera riferita agli assi specifica.
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4 Costruzione grafica di una conica canonica.

Tracciamento geometrico-analitico

Nella storia della matematica i luoghi geometricime si € visto nell’introduzione, venivano
distinti in tre categorie per I'uso di tecniche oppine per il tracciamento dei grafici: cosi i lhog
piani adoperavano riga e compasso, i luoghi salidiperavano sezioni di solidi, i luoghi lineari
adoperavano strumenti articolati che con il lorovim@nto disegnavano il grafico. Durante i secoli
valenti matematici si sono cimentati ad individustreimenti capaci disegnare il grafico di
particolari curve: per es. G. Galilei invento ilngpasso ellittico per tracciare un’ellisse. In
geometria analitica il metodo del tracciamentordguafico di una data curva viene effettuato in
generale conoscendo i punti del piano che soddidfaquazione della curva: strategie particolari
sono fondate su proprieta geometriche che la quesenta. Comunqgue poiché I'equazione di una
conica in forma canonica € un’equazione a due mt®@ possibile in modo alquanto elementare
dare dei valori ad una variabile , entro il suo pardi variazione, e calcolare i valori o il valore
dell'altra variabile e successivamente sfruttarenéwali simmetrie. Questo metodo é fondato sul
teorema di C.N.S di appartenenza di un punto adcurva, enunciato precedentemente. Vediamo
alcune costruzioni per le singole coniche.

Ellisse.

1) Siconsideri I'ellisse di centro O, asse maggidrA, = 2a , asse minore;B,= 2b con
fuochi assegnatisFed R e sia P un suo punto. Per definizione di ellis$@as

PR+PR=2a
Sia Xe F;F, tale che AX =q e di conse-
guenza XA= 2a — @. Si traccino le due cir-
conferenze di centri rispettivamente in F
ed ke raggirispettivamente qe 2a-q;
gueste circonferenze si intersecano nelqu
P, che soddisfa alla relazione; PPPR, =2 a
infatti g + 2a - g = 2°, 2a = 2a. Vadanl
punto X sul segmentgHz e tracciando le
varie circonferenze di centri &F si determinano
tutti i punti dell’ellisse.

2) Si consideri I'ellisse di centro O, asse maggiore
A1A, = 2a, asse minore;B,= 2b. Si traccino
due circonferenze concentriche di centro O e
raggi rispettivamente a e b.

Sia y=mx una generica retta passante O, questa
interseca le due circonferenze
Fig. 8




77

rispettivamente in Qed Q, Ried R, se da Qo @ sitracci la retta parallela all'asse
delle ordinate e da;Po R; la parallela all’'asse delle ascisse, queste srsatano nel punto
P, 0 P, che costituiscono due punti simmetrici rispetioCadell’ellisse. Infatti siano *x+
y’=d ed X+ VY =, poste singolarmente a sistema con y=mx si ha:

a
x =+
{XZ + y? = a* {xz + m?x? = a? — V1+m?
y = mx y = mx — 4 am
y== 1+m?

a . _am a . am
A ) & Qi )

1+m?2

b
X =4
{XZ + y% = b? {x2+mzxz=b2 ~Vi+m?
y = mx y = mx — + bm
y== 1+m?
b bm b bm
R(- 20 2 ) e R 2 2 )
1+m 1+m Vi+m2 ' Vi+m
a
Siano  x= —— le rette parallele all’asse delle ordinate pasgztiQ e Q@ ;
m
_t bm
= V1+m?2

le rette parallele all'asse delle ascisse paspantk e R Intersecando le rette, si ottengono i punti
bm a bm
a : .
Pl (——— — e
1 ( ’ ) FIZ(\/1+m2 "V1+m?2 )

,1+m2 \Y, 1+m2

Sostituiti nell’lequazione canonica dell’ellissehaiindifferentemente figurando al quadrato le

variabili si ha

Cr) ()
" J14m? “J1+m2/

e+ =1,

a b?

calcolando i quadrati e semplificando si ha lid@nt1 = 1 , quindi i due punti appartengono
all'ellisse.
Ripetendo la costruzione dopo aver ruotato la:reit& modificando il coefficiente angolare m, si
ottengono quanti punti si vogliono dell’ellisse.




78

Parabola

-) Sia data la parabola di fuoco F e direttrice flaex=0 il suo asse , si tracci una retta t peleal

alla direttrice tale che la sua distanza q da @qusst maggiore deIIa semidistanza della distanza

fuoco-direttrice. Si tracci la circonferenza o
di centro F e raggio g, questa interseca la
retta t in due punti Qe @ simmetrici
rispetto all'asse della parabola, tali punti
sono punti della parabola: infatti sono
equidistanti per costruzione dalla direttrice
e dal fuoco. Per trovare altri punti basta
ripetere lo stesso procedimento: cioé
tracciare un’altra retta parallela alla
direttrice ... Unendo questi punti si ha il
grafico della parabola.

Fig. 9

-) Si tracci la direttrice ed il fuoco della par#époquindi da F si tracci la perpendicolare alla
direttrice, si prenda sulla direttrice un puntoéisia M il punto medio del segmento;FH

Si tracci ora l'asse del segmento
FHi , questo interseca la retta
perpendicolare  alla  direttrice
condotta da Hnel punto R tale

punto € un punto della parabola. Al
variare di H su d , ripetendo lo
stesso procedimento si ottengono

punti della parabola. Unendo questi
punti si ha il grafico della parabola.

Iperbole

1) Sia X un punto dell'asse trasversg®A non appartenente aly, con i ed F, fuochi tale che

A1X =g e di conseguenza XA q - 2a.

Si traccino le due circonferenze di centri
rispettivamente in fed ke raggi
rispettivamente q e g — 2a queste circonferenze
si intersecano nel punto P, che soddisfa alla

relazione | PF- PR, | =2a:infatti| q— (g — 2a)|
= 2a, con ¢ ¢ + a : infatti considerando il
triangolo PkF; si ha P+PF, > F,F, cioé q+g-2a
> 2c¢ dacui 29-2a 2c e quindi ¢= c+a.
Variando il punto X esternamente al segmento
F1F, e tracciando
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le varie circonferenze di centri & |, si determinano altri punti, unendo tali punti aiih
grafico dell'iperbole.

2) Siano AA; l'asse trasverso e 1B, l'asse non trasverso, sia;ByA:B, il rettangolo
fondamentale. Si tracciano le diagonali di taletargjolo, queste costituiscono gli asintoti
dell'iperbole da tracciare.

Da A si traccia il fascio di rette e siauna di
gueste. La retta interseca gli asintoti in E ed
F. Il punto A divide il segmento EF in due *
parti di cui una maggiore ( si suppongg/~A>

A.E ) dell’altra. Su tale parte maggiore si
stacchi a partire dal punto intersezione con ~—
lasintoto ( nel caso F ) un segmento
congruente alla parte minore  ( nel casB)A

, 'estremo di tale segmento € un punto P /

</

dell'iperbole. Iterando il procedimento alle
rette del fascio si indi- 7
viduano altri punti, unendo tali punti si ha

il grafico dell'iperbole. Fig. 12

Questa costruzione si fonda su un teorema, chiérincapitolo si dimostrera. Tale teorema afferma
che “ se una retta interseca l'iperbole e gli adirdi questa, i due segmenti della retta comprasi
gli asintoti e I'iperbole sono congruenti *

Tracciamento meccanico

Metodi alquanto approssimativi sono quelli che wsawovimenti continui della punta di una matita,
che tende un filo flessibile ma rigido: cioe sogget tensione non si allunga.

Ellisse:

Materiale occorrente: filo, matita e foglio /
v

Sia dato un filo la cui lunghezza é uguale a
A1A, = 2a . Posto il filo su un foglio,
fissare gli estremi in due punt, che
costituiscono i fuochi dell’'ellisse da
tracciare, quindi con una matita appuntita
tendere il filo e farla muovere, mantenendo
costante la tensione sul filo, la matita
descrivera sul foglio la curva ellisse.

Fig. 13
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Parabola:
Materiale occorrente: filo, una squadra 30°-60fg tiga, matita e foglio.

Si faccia coincidere la costola di una

riga con una retta tracciata sul foglio, '
che costituisce la direttrice della
parabola da tracciare, e si fa
combaciare tale costola con il cateto
minore della squadra. Si prenda il filo
lungo quanto il cateto maggiore della
squadra e si fissino gli estremi del filo : o
uno nel punto focale della parabola da [o e
tracciare e I'altro nel vertice dell'angolo

acuto della squadra adiacente al cateto Fig. 14

maggiore. Se si tende costantemente questo filobadrcateto maggiore della squadra per mezzo
di una matita e se si fa scorrere la squadra llagima, la punta della matita descrivera I'arco di

parabola, badando bene ad invertire la squadravalta superato I'asse della parabola, che e la
perpendicolare alla direttrice passante per il éuoc

!
I
|
|
|
|
|
|

Iperbole:

Materiale occorrente : filo, una riga con dispesitdi rotazione ad un estremo di essa, una matita
ed un foglio.

Si determino sul foglio due punti, che
costituiranno i fuochi F1 e,F
dell'iperbole , e altri due Ae A interni

al segmento #,  che costituiscono i
vertici dell'iperbole, e I'asse trasverso.
Si fissi in uno dei fuochi FI'estremo
della riga con dispositivo di rotazione,

in modo che la riga possa ruotare con

centro k. Si prenda il filo, la cui

lunghezza e minore di quella della riga

della quantita costante;A, = 2a, e lo Fig. 15
si fissi per un estremo al punto, e per l'altro allestremo libero della riga. Se tginde
costantemente il filo contro la costola della nga mezzo di una matita e se si fa ruotare la t&ga,
punta della matita descrivera un arco di iperbgler; I'altro arco basti invertire il sistema di
rotazione e I'ancoraggio delle estremita del filo.

In commercio esistono dispositivi di tracciamentllal coniche: ellissografi, iperbolografi, che
sfruttano dispositivi articolati o archi pretradcia diversa concavita
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5 GONIOMETRIA

FUNZIONI CIRCOLARI

Fissato un sistema di riferimento cartesiano I
monometrico ortogonale xOy si chiama circonferenza

goniometrica la circonferenza canonica di centro

I'origine del sistema e raggio unitario:= 1, sulla

guale si e stabilito un orientamento degli archun c

origine il punto A d'intersezione della circonfaam

con il semiasse positivo delle ascisse e verso - 5
percorrenza dei punti della circonferenza an-tiorar

_A

x|l
=
*

Preso comunque un punto P della circonferenza, esso
determina con l'origine A un arco AP. Tale arco
sottende un angolo al centro AOP. Per un teorema di
geometria elementare: “ in una circonferenza atliarc
congruenti sottendono angoli al centro congruenti Fig. 16

“ possiamo porre una corrispondenza biunivoca tchiaed angoli al centro sottesi. Vale la
seguente relazione

2nr : | =360°: a°
Dove | € la lunghezza dell’arco APa& € la misura dell’angolo in gradi sessagesimali:
da cui applicando le regole delle proporzioni si ha

2 . . . .
l = 3;: a® — postor =1 e semplificata la frazione, si hla= %a : pOStolzTo il fattore costante

di conversione da angoli sessagesimali in angadliardi , al variare dx radianti corrisponde |l
valore dell’arco | : pertanto possiamo assumere il valoreairad come la misura dell’angolo
AOP, che risulta un numero reale.

Quindi per ogni numero reate € [0; 2], esiste un punto P della circonferenza gonioneetate
che l'arco AP =x

Il numero realex: cioe la misura in radianti dell’angolo AOP, padesssere individuato trovando

I'area del settore circolare AORA :%ra ; poichér =1—- a = 2A. Quindi si puo affermare che

la misura in radianti dell’angolo circolare AOP! éappio dell'area del settore circolare AOP.
Proiettando ortogonalmente il punto P sugli asges&ni, si ha che
PH=sea ; OH =cosg

Def. Si definisconasenoe cosenodell’angolo AOP ['ordinata e 'ascissa dell’estre libero P
dell'arco AP.

Il punto P , come punto del piano cartesiano, hardinate P ( cas ; sem ) . Essendo la
circonferenza goniometrica di raggio 1 , sia ilaws che il seno , al variare di P assumono tutti i
valori compresi nell'intervallo chiuso [ -1 ; 1 [holtre le coordinate di P soddisfano I'equazione
della circonferenza canonica:
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cos?®x + sen’x = 1
dettarelazione fondamentale della goniometria.

Se dall’'origine degli archi orientati A si tracdaretta tangente alla circonferenza, essa incdatra
semiretta OP nel punto T. | triangoli HOP e AOT calue triangoli rettangoli con I'angolo acuto
HOP = AOT in comune, pertanto per la similitudirg tfiangoli HOP é simile ad AOT e quindi
avranno i lati corrispondenti in proporzione in tpalare AT : HP = OA : OH. Applicando la
proprieta delle proporzioni si ha : ATH—Z:A . Sostituendo i valori OA =1, HP = gee

_sena

OH = co# , si ha la seconda relazione fondamentale delieogtetria: AT —

Considerato che AT e un segmento della tangentagfeiza, si conviene scrivere AT = tang
La seconda relazione fondamentale diviene:

tangy =
& cosa

La tangr assume tutti i valori dell'asse rea(e:o ; +), cona # g + km

Al variare dia varia P, di conseguenza possiamo considerareoelicate di P e la tamgcome
funzioni, che chiameremo funzioni circolari:

y=sex ; Yy=cos ; y=tang
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Grafico tangentoide

Fig. 19

Corrispondenti a dette funzioni ci sono le funzigeuiproche,

y

senx

cosx tangx

il cui significato geometrico & dato osservandfigara accanto

per la cosecante [lordinata del punto di
intersezione della tangente geometrica alla
circonferenza nell’estremo libero P dell’arco AP e
I'asse delle ordinate: cioe OC = cosec

per la secante I'ascissa del punto di intersezione
della tangente geometrica alla circonferenza

1 1
= cosecx , Y= =secx , Y= = cotagx

-

of
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nell’estremo libero P dell’arco AP e I'asse delle
ascisse: cioe OD = sec

per la cotangente [l'ascissa del punto di
intersezione della tangente geometrica alla

circonferenza nellestremo B dell’arco del primo
guadrante e la semiretta OP: cioé BE=cotag

| cui grafici sono rispettivamente
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Le relazioni fondamentali a cui soddisfano le fomzicircolari sono

Relazione fondamentale érs sefix = 1
senx

cosx

1
- Cogsec——
senx

1
cosx

tangx

- Sec

Le funzioni y =sexr e y =ta® sono funzioni dispari: seni-) =-sex e
tan( -x) = - tarx; mentre la funzione y = cr® una funzione pari: cosk-) = Cox.
Si hanno le formule di addizione
sen(x + y) = senxcosy * senycosx
cos(x + y) = cosxcosy + senxseny
tang(x +y) = ta_ngx * tangy
1 + tangxtangy

Le formule di duplicazione
sen2x = 2senxcosx

cos2x = cos’x — senh?x

2tangx
tang2x = ————
1 —tang“x
Le formule di bisezione
X 1—cosx
sen- = =T
2 2
COSE - i 1+cosx
2 2

X 1-cosx _ senx _ 1-cosx
tang- =+ = =
2 1+cosx cosx+1 senx

Le formule razionali o parametriche

Posto tai’é =t,siha

i
senx = 1+ t2
1—t?
CoSXx =
14t2
Le formule di prostaferesi:
X+ y X =Yy
senx + seny = 2sen > cos >
X+ y X =Yy
cosx + cosy = 2cos > cos >



85

x + y X =Yy
senx — seny = 2cos sen

2 2
x+y xX—y
coSx — cosy = —2sen > sen >

Funzioni inverse circolari:

Le funzioni circolari ammettono le funzioni inverper segmentazione: cioé negli intervalli del
Campo di esistenza dove sussiste una corrispondi@mnziaoca tra la variabile x e la variabile y.
Esse si ricavano ponendo y =sem x = arcsey= sen'y , applicando una trasformazione
simmetrica rispetto alla bisettrice del primo gwade si ha:
A) y = arcsen  oppure y = SER
B) y =arcsen  oppure y = cOs
C) y = arctang  oppure y = tafly

| cui grafici sono rispettivamente

Ml
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FUNZIONI IPERBOLICHE

Fig. 23

Le funzione iperboliche per molti aspetti sono aghk alle funzioni circolari. Per definire le
funzioni iperboliche si consideri I'iperbole equésaa unitaria

X2-Y? =1

Se M un punto di tale iperbole per definizione lgsuma, espressa in radianti, x dell’angolo
iperbolico compreso tra i raggi OA ed OM é datadigdpio dell'area del settore iperbolico AOM,

determinato dall’arco AM e dai raggi OA ed OM. [painto M si abbassi la perpendicolare MP al
diametro OA ( OA e un asse di simmetria per I'ipdebed il punto A e il vertice: con OA = 1) dal

punto A si tracci la tangente all’iperbole e siigid con N la sua intersezione con il raggio OM. Le
lunghezze dei segmenti PM, OP, e AN sono chiamafeettivamente, rispettivamente il seno
iperbolico, il coseno iperbolico e la tangente lqmica dell’angolo iperbolico x e si indicano:

PM =senk, OP =cosk e AN =tank

Si definiscono pure le funzioni reciproche comdentlinzioni circolari:

1 1 1
— = coseck , — = seclx ,— = cotankx
PM OP AN

Le funzioni iperboliche godono di proprieta analeghquelle delle funzioni circolari.

Relazione fondamentale cégh senfx = 1
senhx

coshx

- Cos&c;h;

senhx

- Sech——

coshx

1
- Cotarfr——
tanhx
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Le funzioni y =senk e y =tank sono funzioni dispari: senhk) =-senl e
tanh( -x) = - tankx; mentre la funzione y = coslé una funzione pari: coshk) = cosk.
Si hanno le formule di addizione

senh(x t+ y) = senhxcoshy + senhycoshx

cosh(x + y) = coshxcoshy + senhxsenhy
tanhx + tanhy

1 &+ tanhxtanhy

tanh(x £ y) =

Le formule di duplicazione
senh2x = 2senhxcoshx

cosh2x = cosh?x + senh®x

ranh2 2tanhx
anh2x = ————
1+ tanh?x
Le formule di bisezione
X coshx—1
seniy =+ /—
2 2
COShf - i coshx+1
2 2

x coshx-1 _ senhx _ coshx-1
tanh== + = =
2 coshx+1 coshx+1 senhx
Le formule razionali o parametriche

Posto tan% =t,siha

e — 2t
senx—l_tz
L _1+t2
coS x_l—tz

Le formule di prostaferesi:

x+y xX—y
senhx + senhy = 2senh > cosh >
x+y xX—y
coshx + coshy = 2cosh > cosh 5
xX+y X—y
senhx — senhy = 2cosh > senh >
Xty xX—=Yy
coshx — coshy = 2senh > senh >

Le funzioni iperboliche sono legate alla funziosp@nenziale dalla formula di Eulero:
e* = coshx + senhx

Dalla quale si deducono immediatamente le relazioni
eX+e™* e

coshx = :osenk = —— X tank =———
2 2 eX+ e™X
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| cui grafici sono rispettivamente

Fig. 24

I

Funzioni inverse iperboliche:

Per analogia alle funzioni circolari anche le fumziiperboliche ammettono le funzioni inverse:
esse si ricavano ponendo y = senh x = settsly= senfy , applicando una trasformazione
simmetrica rispetto alla bisettrice del primo gwade si ha:

y = settSKk  oppure y = sefk

y =settClk  oppure y = cOSR

y=settTlk  oppure y = tafth
tali funzioni sono definite anche da

A)  settSR= [———dx =In (x £ VxZ + 1)

En

1
B) settCh= fﬁdx =In(x +Vx2 —1)
C) settbhe [ ——dx = ~In ——
1-x 2 1-x

| cui grafici sono

Fig. 25 A : c
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6 COORDINATE E SISTEMA POLARE NEL PIANO

Coordinate polari:

| punti di un piano possono rappresentarsi non solole coordinate cartesiane, siano esse orto-
gonali che oblique come abbiamo visto nel Il calpit ma anche con altri tipi di coordinate purché
si scelgano opportuni sistemi di riferimento.

Fissati nel piana un punto O, dettpolo, una semiretta di origine O, detiase polarg un verso
positivo di rotazione ( generalmente si prendeeise di rotazione antiorario ) intorno al polo ed u
segmenta come unita di misura:

n P(¢;D)

x\l

Fig. 26

un punto P del piano € completamente determindla diatanzg del punto dal polo, dettaodulo
in quanto essendo una distanza essa e semprevpasdi piu nulla, e dall’angold, formato dal-
'asse polare e dal segmento OP : tale angolo € detta anomalia. L’angolo 9 si misura in radianti
e puo essere positivo o negativo se 'asse polare nel descrivere 'angolo 9 ruota in verso
antiorario od orario.

Il modulo p e 'anomalia 9 costituiscono le coordinate polari del punto P; per indicare che un
punto P ha coordinate polari p e 9 si scrive P ( p; 9 ): come le coordinate cartesiane anche
queste coordinate sono numeri reali.

Affinché tra i punti del piano e le coppie di numeri reali ( p ; 9 ) esista una corrispondenza
biunivoca , 'anomalia 9 deve assumere solo valori compresi in un intervallo angolare uguale
ad un angolo giro: cioe 0 < ¥ < 2m. Infatti, in tal caso, ad ogni punto del piano, escluso il polo,
corrisponde una coppia di valori p e 9 e viceversa: ad ogni coppia di valori p e 9 corrisponde
uno ed un solo punto.

E’ possibile trasformare le coordinate polari in coordinate cartesiane, basti riferire il sistema
polare ad un sistema cartesiano in modo tale che il polo O coincide con I'origine O del sistema
cartesiano, I'asse polare con il semiasse positivo delle ascisse e l'asse delle ordinate e
perpendicolare all’asse polare nel suo polo, inoltre il verso di rotazione dei quadranti coincide
con il verso di rotazione del sistema polare e 'unita u sia uguale nei due sistemi
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Y
. P(p;B)=P(x;v)
si-f/
I 1
0 P X
Fig. 27

Le coordinate polari sono legate alle coordinate cartesiane mediante le relazioni:
X = p cosv
{y = p send
Mentre le coordinate cartesiane sono legate alle coordinate polari mediante le relazioni:
p= VT2
y
tag 9 = "
Le coordinate polari, come le coordinate cartesiane, ci permettono di scrivere I'equazione di
una curva piana: come insieme di punti che soddisfano a determinate relazioni matematiche
che legano le coordinate p e 9, riferiti ad un determinato sistema di riferimento polare.
Pertanto trattando delle coniche per poter determinare la loro equazione polare facciamo
riferimento alla proprieta che li accomuna: cioe
ﬁ J—
d(P,d)
La conica € I'insieme dei punti del piano tale dhmpporto tra la loro distanza dal fuoco e quella
dalla direttrice sia costante e precisamente, atie costituisce I'eccentricita della conica.

e

Fig. 28
Siano F e d rispettivamente il fuoco e la direétrdella conica. Fissiamo un sistema di riferimento
polare e precisamente sia F il polo, la semirettzente da F, che non interseca la direttrice dache
sua retta sostegno sia perpendicolare alla doettsia I'asse polare, sia 2p la distanza del fuoco



91

dalla direttrice, ogni punto P della conica siaed®inato dalla sua distanzadal fuoco e
dallanomaliad: 'angolo formato dall'asse polare e dal segmet® unisce P al fuoco.
Trasformiamo ora la proprieta geometrica della caim una relazione matematica fra le coordinate
polari dei punti P ; calcoliamo le due distanzeeRF(P ;d) :

PF=p e PH=d(P;d)=2pgcosd
Sostituiamo nella relazione e otteniamo la relazioratematica cercata:

I
2p + p cosV

Operando ed esplicitando rispetto a p si ricava:

2pe

p= 1+ ecosV

Che e I'equazione della conica, con le usuali condizioni:
- Se e< 1 sihal’equazione dell’ellisse
- Se e=1 sihal’equazione della parabola

- Se e>1 sihal’equazione della parabola
2p
cos?

Le coordinate polari del fuoco sono F ( 0;9), mentre '’equazione della direttrice e p = —

Fissiamo ancora in F il centro del sistema di riferimento cartesiano, la retta sostegno dell’asse
polare sia I'asse delle ascisse e 1'asse delle ordinate sia la retta perpendicolare in F all’asse

polare. Stabilito questo trasformiamo in coordinate cartesiane: PF = p =/x2 + y? ,
PH = x+2p , larelazione diventa:

VY _

X+2p -

Elevando al quadrato e sviluppando i calcoli si ha:
x% 4+ y% =e?x? + 4e’px + 4e?p?
(1 —e?)x? — 4e’px + y?> — 4e’p? =0

Questa e I'equazione cartesiana della conicad@tenguiamo due casi: coniche a centro e coniche
non a centro:

a) Caso della parabola o della conica non a ceatrol. Sostituendo nell’equazione si ha
y? —4px —4p* =0
yi—4p(x+p)=0
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Posto{X :f+p
Y=y

'equazione canonica della parabola con asse paralll’asse delle ascisse.

. . . 1 .
, Si ha, esplicitando rispetto alla xX = EYZ , che risulta

b) Caso dell’ ellisse e dell'iperbole o delle coniacten a centroes 1 .

Dividiamo I'equazionél — e?)x? — 4e?px + y? — 4e%p? = 0 per(1 — e?) e otteniamo
2 4e?p Ly? B 4e2p? 0
(1-e2)” (1-e2) (1-e?)

X

Aggiungo e sottraggo la stessa quantita al primmbne del’equazione:

2 4e2p N 4ep? 4ep? N 2 B 4e2p?

e T (1-e??  (1-e?  (1-e3) (1-e?)

X

Il primo trinomio e lo sviluppo di un qirato, pertanto

2e?p 2_+ y? B 4e*p? N 4e?p?
T1-e2) TA-ed) (1-ed)? (1-e2)

Raccolgo al secondo membro

2
2e%p y? 4e2p? )
<"_1—e2> A=en ™~ G_enz& +1-¢")
Da cui
2e2p 2 y: 4e?p?
T1oe2) Ta—e2)  -e2)?
Posto
ZeZp
X=x-
X1 ez
Y=y
Si ha
2 462 2
ey Y p
(1-e2) (1-—e?)?
. . - 4e?p?
Divido ambo i termini per(l_ez)2
X2 Y?
4e2p2 4e2p2 =1

(1_62)2 1-e2
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462 2 462 2
2 _ p 2 _ P o , . .
Pere >1 pongo a“ = 1_e?)2 e —b° = T .7 , Sostituisco e ottengo I'equazione canonica
dell'iperbole:

XZ y2

FE i

2 _ 4€2p2 2 _ 4ezp2 . . f . .

Per e <1 pongo a“ = Gz © b* = 1.z » Sostituisco e ottengo I'equazione canonica
dell’ellisse:

XZ y2

FERE i

Pertanto I'impostazione polare e quella cartesiaiferiti a sistemi di riferimento sovrapposti,
coincidono , solo che I'impostazione polare é mithpatta rispetto a quella cartesiana.

{ Coordinate parametriche:

In generale una curva del piano puo essere detatan@sprimendo le coordinate, siano esse carte-
siane che polari, in funzione di un parametro \mlea cosa d’altronde gia incontrata in geometria
analitica della retta reale quando si vuole deteam@ I'ascissa del punto di un segmento di estremi
A(Xo) e B( x): infatti se x & l'ascissa del punto P del segméB il suo valore € :

x=txg+ (1 —0t)x,
conte[0;1].
Se cont indichiamo il parametro e I'equazione della cunwdi &po cartesiano : cioe F(x;y)=0
Il seguente sistema rappresenggliazione parametrica di tipo cartesiano:

{x = h(t)
y=g()

dove hegsono I'insieme delle operazioni algebriche che legarmailametrd alle coordinate x ed
y contemporaneamente; se I'equazione della cudiaipo polare: cioe F ;9 ) =0, il seguente
sistema rappresentafjuazione parametrica di tipo polare :

{p = @(t)
9 = w(t)

dove ¢ e w sono l'insieme delle operazioni sia algebriche che goniometriche che legano il
parametro ¢ alle coordinate polariped.

Per ridurre alla forma cartesiana o alla forma polare I'equazione parametrica si applica il
metodo, detto dell’ e/iminazione del parametro, che consiste nel ricavare il parametro da una
delle due equazioni presenti nel sistema parametrico e sostituirlo nell’altra equazione.
L’equazione parametricdha un ruolo fondamentale in Fisica, quando si anwlii moti
bidimensionali: infatti il principio della indipemthiza dei moti lungo due direzioni in cui si svilapp
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il moto di un punto materiale consiste nell’anatislle equazioni di un sistema parametrico, dove il
parametro in questo contesto e il tempo. Vistagoeot 'importanza dell’argomento diamo qui le
equazioni parametriche delle coniche, partendedajuazioni canoniche per le coniche a centro e
per la parabola dall’equazione normale:

. , . L x.= rcos(t)
Circonferenza «x2? +y? =r? la sua equazione parametrica di tipo polar% e:

y = rsen(t)

Dove r € il raggio della circonferenza. Tale emjoiae soddisfa I'equazione canonica: infatti
sostituendo si ha:?cos?(t) + r?sen?(t) = r?, dividendo ambo i membri dell'uguaglianza pér
si ha la nota formula di goniometrieos?(t) + sen?(t) = 1 . Pertanto il sistema parametrico € ben
impostato.

_ X2y _ . . x.= a-cos(t)
Ellisse: St = 1 la sua equazione parametrica di tipo polare{ye.: b - sen(t)

dove a e b sono i semiassi dell'ellisse. Tajgagione soddisfa I'equazione canonica: infatti
a?-cos?(t) . b%sen?(t)
a2 + b2

ca cos?(t) + sen?(t) = 1 . Pertanto il sistema parametrico & ben impostato.

sostituendo si ha: = 1, semplificando si ha la nota formula goniometri-

Parabola y = ax? + bx + ¢ la sua equazione parametrica di tipo cartesiano &

x =1t
{y=at2+bt+c

Tale equazione soddisfa I'equazione normale bastitsire nella seconda equazione del sistema
parametrico al posto della t la x.

2
oo . . _ N
— =1 lasua equazione parametrica di tipo polare é:

xZ
Iperbole =3

x = a/cos(t)
{y =D -tag(t)

Dovea e bsono i semiassi dell'iperbole. Tale equazione sfddiequazione canonica: infatti

. . . a? 2 P _ sen(t) . .
Sostituendo si ham b“tag“(t) = 1, sapendo che tag (t);m e sostituendo si ha

2 2 2 _ 2
o _bsen®_,  semplificando e facendo il m.c.m al primembro si ha—<2® = 1,

a2cos?(t)  b2cos?(t) cos?(t)

2
per la formulacos?(t) = 1 — sen?(t), sostituendo si ha%zl, semplificando si ha l'identita:

1 =1. Pertanto il sistema parametrico € ben inos



CAPITOLO 1l 95

Trasformazione del piano in sé — Trasformazione degéquazione di
una conica dalla forma canonica alla forma generale viceversa

1 Trasformazione del piano in sé :

Caratteri generali

Def. 1) Dati due insiemi X ed Y e considerata goalunque relazioné fra i due insiemi, si dice
che f € una corrispondenza biunivoca tra X ed a&degni elemento x di X essa fa corrispondere
uno ed un solo elemento y di Y e ad ogni elemerddY fa corrispondere uno ed un solo elemento
x di X.

Si dimostra in Algebra Astratta che tutte le radazibiunivoche sono invertibili: cioe ammettono la
relazione inversa. Se f € la relazione biunivoaaXtre Y: cioe se&X — y =f(x) € Y, allora esiste

! tale che segY — x = fl(y) € X. Possiamo anche affermare ché «f (x ) = x

Def. 2 ). Si chiama trasformazione geometrica dah@ in sé una corrispondenza biunivoca che
associa a punti di un piano punti dello stessngia

Se conf si indica una trasformazione geometrica del piamosé, allora al punto P essa fa
corrispondere il punto P’= f( P ): il punto P’ étieil corrispondente immagineo trasformatodi P
(con P e P’ punti dello stesso piano) .

Sey € una figura geometrica del piamo i cui punti, in una trasformaziorfe sono posti in
corrispondenza biunivoca con punti dello stessongia, allora linsieme di questi punti
corrispondenti costituiscono la figura immagine disi indica cory’= f (y ).

Possiamo anche dire cifee la figura trasformata di mediantd.

Def. 3) In una trasformazione del piano in sé untp si dice punto unito se il trasformato di esso
coincide col punto stesso: cioe PEP)

Def. 4 ) In una trasformazione del piano in sé figara si dice unita se la figura trasformata
coincide con la figura stessa: cipe f (y).

Def. 5 ) In una trasformazione del piano in sé figara si dice fissa se la figura trasformata
coincide con la figura stessa ed é costituita ddi puniti.

Sef e una trasformazione tale cli€ P ) = P’ etf (P’ ) = P, si dice che la trasformazidn& una
trasformazione involutoria

Se il verso di percorrenza del contorno di unarfigel della sua immagine tramitee concorde,
allora la trasformazione si dicé&rasformazione diretta;se il verso €& discorde allora la
trasformazione si dice trasformaziangertente.
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Equazione di una trasformazione del piano in sé

Se ora si consideri un piano cartesiano: cioé angdove si € stabilito un sistema di coordinate
ortogonali, ogni suo punto P e determinato da chdinate: I'ascissapxe I'ordinata y: cioe
P (% Yp): €, sesu questo piano si applica una trasfdomaf (f;; f;) , questa fa corrispondere a
P il punto P’ di coordinatex,, e yp, con
1) {E=f1(xp; yp)
Vpr = f2(Xp; yp)

La trasformazioné (f;; f,) provoca un cambio di coordinate:flain questo contesto e I'insieme
delle operazioni matematiche che operano sulledioate % e y . Se si fa variare P di
conseguenza varia anche P’; P descrivera una fggometricay e di conseguenza P’ descrivera la
figura geometrica immagine di cioey’. |l sistema analitico 1 ) permette di trovarenimagine di
un punto P tramité. Poichéf e una corrispondenza biunivoca, esiste la suasaveioeé quella
trasformazione che composta dowla la trasformazione identita If:sf = I: tale trasformazione
permette di trasformare il punto P’ in P

2) {xp=ffl<x—w:y—w>
Yo = f2 ' ( %pis Ypr)

Anziché trasformare i punti del piano e considefafisso “ il sistema di riferimento, € possibile
ragionare “al contrario” non si parla allora dagformazione di punti del piano, ma di cambio di
riferimento. Anziché considerare la trasformaziahe mette in corrispondenza biunivoca punti
distinti del piano P e P’, si potrebbe, fermi rastapunti del piano, riferire questi a due sistan
riferimenti diversi, i cui assi sono in corrisponda biunivoca mediante la trasformazione. Dal
punto di vista operativo le due impostazioni sogaiealenti: cioé provocano lo stessa situazione
grafica sul piano.

Se si pensa ad una trasformazione come ad un “iaamabto di riferimento “ e non come ad una
trasformazione di punti, le sue equazioni si serov@ome per la trasformazione inversa: tipo 2).
Questa tipo di impostazione e utile quando bisogparare una trasformazione su figure
geometriche nel loro complesso, costituite da itafpunti. Pertanto scriveremo in modo formale le
trasformazioni in questo modo:

{X’ =f1(x;y)

y =f2(x;¥)

x> f1txy)

y-f21(x;y)

La parte superiore € il sistema che definiscedsfdrmazione per punti, mentre la parte inferiore &
il sistema relativo al trasformazione come “ camimato di riferimento “.

T

Invariante di una trasformazione

Nell’applicare una trasformazione del piano in déuaa figura geometrica puo capitare che tale
trasformazione fa rimanere inalterate alcune aaniatiche o proprieta della figura: cioé nella figu
immagine si ripresentano con le stesse modalitdleqearatteristiche o proprieta della figura
primitiva. Tali caratteristiche o proprieta si diaxinvarianti della trasformazione.
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L’insieme di tali invarianti costituisce la baser pfinire una determinata trasformazione e nello
stesso tempo a classificare le diverse trasformazio
Analizziamo ora le diverse trasformazioni :

2 Trasformazioni isometriche

In Geometria elementare abbiamo studiato i movimgidi del piano, che applicati a due punti
gualunque del piano non fanno cambiare la disténazigpunti. Questo fatto € possibile se pensiamo
gli enti geometrici ancora in termini euclidei: €éipensare di sovrapporre sul piano dei punti un
foglio trasparente e di tracciare su questo i dugtipla muovere, successivamente far scivolare |l
foglio sul piano e tracciare sul piano la nuovaiziose dei punti e quindi misurare la distanza
prima e dopo il movimento. Ora la posizione finaleostituita da punti del piano diversi da quei
punti iniziali, questo fatto con l'avvento dellaayeetria razionale ha indotto i matematici ad
introdurre la relazione di congruenza fra segmerita figure in generale nel caso che é possibile
porre una corrispondenza biunivoca fra i puntielétjure, che con un movimento rigido del piano
si sovrappongono. La relazione di congruenza aHiedame le figure sono distinte nel piano in
guanto sono formati da punti del piano diversitait tutte le proprieta geometriche riscontrabili
nella figura primitiva sono riscontrabili nella @it immagine. Porre una corrispondenza biunivoca
fra punti dello stesso piano significa per defiore introdurre il concetto di trasformazione del
piano in sé. Poiché una delle proprieta geometrichi@atterizzante la congruenza e quella di
mantenere le distanze fra punti, i matematici coma il termine di isometria. Pertanto in questo
contesto congruenza ed isometria sono equivalenti.

Def. 6 ) Si chiama trasformazione isometrica Iafoemazione del piano in sé che , comunque si
scelgono due punti A e B del piano, se A’ e B’ solaro corrispondenti, allora
d(A;B)=d(A;B")

Proprieta invarianti

1) L’isometria conserva le distanze fra punti corrisgenti

2) L’isometria conserva I'ampiezza degli angoli cquoadenti

3) L’isometria conserva il parallelismo: a rette pbeial corrispondono rette parallele

4) L'isometria conserva la perpendicolarita: a retterppndicolari corrispondono rette
perpendicolari

5) L’isometria trasforma una figura in una figura a$& congruente

Equazione generale dell’isometria:

Dall'analisi dei sistemi dei diversi tipi di tragfoazione isometrica si pud individuare una
caratteristica algebrica comune che permette diviohgare il sistema generale a cui sono
riconducibili i diversi sistemi delle diverse padlari isometrie e precisamente:

{x’zax+by+p

’ ad —bc =1
y =cx+dy+q
” x>dx—by—(dp-bq) con a*+b* = c*+d*

y——cx+ay+(cp—aq) ac+bd =0
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Pertanto una trasformazione del tipo sopra espostde condizioni a fianco indicate é I'equazione
di una trasformazione isometrica del piano in sé.

Principali tipi di trasformazioni isometriche:

1) Identita

Def. 7 ) La trasformazione identita € la trasforinae del piano in sé che fa corrispondere
ad ogni punto del piano il punto stesso e ad agord la figura stessa.

Proprieta

1) L’identita € una trasformazione isometrica
2) L’identita e una trasformazionevolutoria: < | =1
3) L’identita e costituita da elementniti :punti efigure fisse

Equazioni

Nel piano cartesiano i sistemi che determinanottalEformazione sono

{x’zx
y' =y

” xX—>X
y=y

2) Simmetria centrale: &, con O centro di simmetria

Fissato nel piano un punto O, un punto P’ si dioevgetrico di P rispetto ad O se il punto O
e il punto medio del segmento PP’.

Def. 7 ) Si chiama simmetria centrale di centroaQréasformazione del piano in sé che ad
ogni punto P del piano fa corrispondere il puntsiRimetrico di P rispetto ad O

Proprieta:
- ) Lasimmetria centrale e una trasformazione isooze
- ) Lasimmetria centrale € una trasformazione imla : & ° So = |
- ) Lasimmetria centrale trasforma rette in rette:

a) Se le rette sono incidenti anche le rette immagom incidenti, se
in particolare la retta passa per O allora la retta immagreoin-
cide corr.

- ) Una figura ammette centro di simmetria se éfignaa unita

Equazioni:

Tenendo conto che O e il punto medio del segmerdnta per estremi i punti corrisponden-
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. , . . . Xo+Xx .
ti e ricordando che sull’asse reale il punto ioéddh asmssa,\x:% , per determinare;x

basti ricavarlo con semplici passaggi algelat&ctale formula : x= 2 %y — 1. Questa for-
mula permette di ricavare i sistemi che deteamo la trasformazione centr&e, relativa-
mente ad un sistema di assi cartesiani

{x’—Zxo x

Yy =2yo—y
||x—>2x0 X

y—-2y0-y

3) Simmetria assiale: §, con la retta a asse della simmetria

Def. 8) Fissata in un piano una redfasi chiama simmetria assiale di asse a la trasipione del
piano in sé che ad ogni punto P del piano fa qmuridere un punto P’ tale che

- se€a,alloraF=P’

- se@a, alloraa e I'asse del segmento PP’

Proprieta:

-) La simmetria assiale € una trasformazione isooaet
-) La simmetria assiale € una trasformazione inoeola : S,° S, = |
-) La simmetria assiale trasforma rette in rette:
a) Una retta e la sua immagine si intersecano in umopdell’'assea
b) Se una retta e parallela all'assallora anche la sua immagine € parallela all'asse
c) Se una retta e perpendicolare all’asse, la sua gimaaoincide con la retta stessa:
cioe le rette perpendicolari all'asasono rette unite.
b) Se le rette sono incidenti anche le rette immagor® incidenti,

-) Una figura piana ammette asse di simmetriaasea figura unita

Equazioni:

Tenendo conto della definizione chede di simmetria € asse del segmento di due punti
corrispondenti nella trasformaziossiale, tenendo conto altresi che tale segmengo-€ p
pendicolare a] si puo affermare che il punto di intersezionetaia segmento e I'asse
risulta punto medio del segmentossieSfruttando questa considerazione possiamo im-
postare il calcolo algebrico per dei@are i sistemi che determinano la trasformazione
Sia data I'equazione dell’asse un piano cartesiano e un punto P :

as y=mx+q e Pd{XYp)
Si consideri la retta perpendicolad@ passante per Pt.= y = —%(x — xp) + ¥
sia P’(x';y’) il punto simmetriadi P rispetto a@ M il punto medio del segmento PP'.
Per quanto detto sopra il punto Medappartenere sia acche at. Le coordinate di M
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x"+xp y'+y . . L
SonNo ¥ = > e Yn= , sostituendo ira ed int si ottiene il sistema
risolvente:
y' + v x'+ x,
=m +
2 2 1
vty 1 (x"+x,
=—— —xp |+
| 2 m\~ 2 Xp | T

Operando algebricamente si ha
{ y' +y, =m(x’ +x,) +2q
m(y’ + yp) =xp, —x' +2my,

y' +y, =m(x’ +x,) +2q
m?x' + m?x, + 2mq = x, — x' + 2my,

v + ¥ =m(x’+xp)+2q
1—m 2m
T1tm2? 1+m2(yp 9)

!

, 2m 1-m? 2q
= X, — +
y 1+m2 P 1+m2 v 1+m?
1-m?
!
=——Xx, +——
1+m2 P 1+m2 ( CI)

Generalizzando, si ha il sistema risolgartte definisce la trasformazione assiale

, 2m 1 —m? 2q
Jy = X — +

1+m2 1+m2y 1+ m?
1-m 2m
k x_1+m2 1+m 20—

La cui inversa coincide con lo stessaesist, pertanto possiamo scrivere:

2
T T
;_2m _ 1-m? 2q
_ Y = Tam2~ 1+m2y 1+m?2
S 1-m2_, 2m
1+m2 1+m2\y_q)
y 2m 1-m2 2q

1+m?2 1+m2y 1+m?2
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4) Traslazione di vettore: Tv

Nel secondo capitolo abbiamo introdotto il concelteegmento orientato: cioe quel segmento su
cui é stato definito un verso di percorrenza. @ransun piano si considera un segmento orientato
AB, ogni altro segmento congruente ad esso, aVarskessa direzione ( la retta sostegno € parallela
0 coincide con la retta sostegno di AB ) e lo sieg&sso, si diceegmento equipollentad AB. Ora

la relazione di equipollenza dalla Teoria degliens € una relazione di equivalenza e pertanto
ripartisce i segmenti del piano in classi di eqlémaa: ogni classe € caratterizzata da segmenti
equipollenti. Ogni segmento della classe fungeagg@nesentante della classe, a tale rappresentante

si da nome dvettoree lo si indica codB oppurev. Gli estremi del segmento AB

si dicono Aorigine o punto di applicaziondel vettore e Bermine del vettore se il verso del
segmento va da A a B.

Per sommare due vettori di un piano si pongonoamigzamente due vettori equipollenti ai dati in
modo che il termine del primo vettore coincide €orngine del secondo: il vettore somma € quello
che ha origine nell’origine del primo vettore ¢éeitmine nel termine del secondo vettore.

Fissato nel piano un vettoie, se ad un punto P del piano si applica il vettdreermine di tale
vettore € un punto P’ dello stesso piano, pertadniettore fa corrispondere a P il punto P’,
invertendo il verso del vettore il punto P’ divemiagine o punto di applicazione e P termine del
vettore: cioé a P’ corrisponde P , ne deriva chmite il vettore si € posto fra i punti dello stess
piano una corrispondenza biunivoca del piano ince il vettore definisce una trasformazione e
precisamente una traslazione, di qui la definizione

Def. 9) Si chiama traslazione di vettcvela trasformazione del piano in sé tale che detg P’ i
corrispondenti si verifica ctPP'= B,

Proprieta:

- ) La traslazione é una trasformazione isometrica
- ) La traslazione non & una trasformazione inveiato Tv ° T¥ # |
- ) La traslazione trasforma rette in rette:
a) Limmagine di una retta € una rettar’ parallela ad
- ) La traslazione di vettore diverso dal vettordauabn ha punti uniti

Equazione:

Sia dato sul piano un sistema di aadesiani ortogonali xOy , sia O il punto di applic
zione dei vettori del piano; ogni vettsul piano cartesiano e univocamente determinato
dalle coordinate del termine del vedtar (o ; ). Il sistema che definisce la traslazione

nel piano cartesiano e determinatcad&llazione PP'= . Proiettando il segmento PP’
prima sull’asse delle ascisse e suoasente sull’asse delle ordinate: la differenzidede
ascisse e delle ordinate dei due pilawono essere uguali all'ascissa e all'ordinatax=d
e y —y B, del vettore: pertanto il sistema risolvente &
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{x =x+a

y'=y+B
=

5) Rotazione pg

Sia'G una circonferenza del piamadi centro O e sia A un suo punto @i fissato su tale cir-

conferenza un verso di percorrenza odro glunto di'G segue o precede il punto A. Sia posi-
tivo il verso antiorario e negativo il gerorario. L’arco AB si dice orientato positivamese
segue A nel verso antiorario altrimentiegativo. Dalla geometria elementare si sa che ad
ogni arco corrisponde un angolo al cerdtéarco ABcorrisponde 'angol®0B. Se AB ha

un verso anche I'angdd®B ha lo stesso verso di AB, in questo modo sul p&irostabilito

un verso di percorrenza e gli angoli sesgo si dicono orientati.

Def. 10) Fissato su un piano un punted@n angola orientato, si chiama rotazione di
centro O e ampiezada trasformazione del piano in sé che associariopP il punto P’
in modo tale che

.) s=#PO , alloraPOP' =a € OP'=OP

) se=PO , allora F= P=0O

Proprieta:
- ) Larotazione e una trasformazione isometrica
) Larotazione non e in generale una trasfornmeziovolutoria : p% ° p% * 1
- ) Larotazione trasforma rette in rette:
b) L’immagine di una retta , passante per O, € una rettgpassante ancora
per O tale cher’ =q
- ) Il punto O centro di rotazione e l'unico puntaton

Equazioni:

Sia dato sul piano un sistema di assesami ortogonali xOy , sia P f Xyp ) un punto di tale
piano. Applicando una rotazione di cef@re ampiezza , si vuol determinare I'immagine P’
di P di tale trasformazione. Tale punt@l®e appartenere alla circonferenza di centro O e

raggio r = OP tale chéOP = . P ey
Consideriamo sul piano cartesiano la circonferéGza A o)
di centro O e raggio r, questa interseca il seraiass i

delle ascisse positive in A, fissato i il verso

antiorario di percorrenza come positivo, €
univocamente determinato I'arco AP. All'arco AP
sottende I'angolo al centif
Sia R la proiezione di P sullasse delle ascisse, il
triangolo ORP e un triangolo rettangolo, applicando a |
guesto i teoremi di trigonometria si ha che
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OP,=OP co$ e RP =OP sef,, ma OR é l'ascissa di P: )= OR, e
RP e l'ordinata di P :y= RP; essendo OP =r, le coor dinate di P sonocBH r rserf).

Analogo ragionamento per il punto P’, ssfjoloAOP’ = y allora le coordinate di P’ sono P’
(rcosg ; rsery), dovey =B + . Consideriamo le seguenti identita goniometriche

X’ = rcosy= rcosf + a)= rcoPcosa — r seffsent = X,CoS — ySern
y' = rserny=rsenf + a)= rsercosa + rcgiser = y,CoSL + X,Sernu

generalizzando e trovando con semplici deédgebrici le relazioni inverse, si ha il sistema
che definisce tale trasformazione:

{x’ = XCOSO - ysena
y' = xsena + ycosa

x—Xcosa+ ysena
y——Xseno+ ycosa

Po =

Composizione di trasformazioni isometriche

Diamo per dimostrato il seguente teorema: “ Il tbal 0 composizione di due isometrie €
un’isometria.”

Alcuni prodotti di isometrie assumono nomi partaral

Glissosimmetria: La glissosimmetria € il prodotto o composizioneudia traslazione con una
simmetria assiale, il cui asse ha la stessa dimeziella traslazione

Rototraslazione: La rototraslazione @ prodotto o la composizione di una traslazione pea
rotazione di centro O e ampiezza

Ruolo della simmetria assiale

Tra le trasformazioni isometriche precedentemesgposte assume un ruolo fondamentale la
simmetria assiale, infatti componendo opportunameloie simmetrie assiali si ottengono tutte le
altre trasformazioni.

1) Il prodotto o composizione di due simmetrie assiah assi coincidenti € un’identita.

2) 1l prodotto o la composizione di due simmetrie alssion assi perpendicolari € una simmetria
centrale, il cui centro coincide con il punto diersezione dei due assi.

3) Il prodotto o la composizione di due simmetrie alésion assi paralleli € una traslazione avente
direzione ortogonale ai due assi versoadab, se il prodotto € 8 S, , € modulo uguale al
doppio della distanza dei due asseb.

4) |l prodotto o la composizione di due simmetrie @ssid assi incidenti € una rotazione avente il
centro nel punto di intersezione dei due assb ed ampiezza uguale al doppio dellampiezza
dell’angolo formato dai due assieb.
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3 CONICHE ISOMETRICHE

Nel secondo capitolo abbiamo introdotto le conicaroniche, in questa sezione applichiamo alle
equazioni canoniche delle diverse coniche le trasdaioni isometriche ottenendo cosi nuove
equazioni di coniche congruenti alle coniche cactweri quello che cambia rispetto al sistema di
riferimento e la diversa collocazione sul piandesiano del grafico della conica canonica.

Ellisse dalla forma canonica alla forma generale

i x2 oy

quazione canonica — + 0z = 1

1) Simmetria centrale &, con C centro di simmetria:
-)Equazione

Sia C @ ; p) le coordinate del centro di simmetria, andiansostituire alle variabili

, . . X—->2a—x
dellequazione canonica le trasforma”e: :
y->2-y
2 2
(2a - x) N (28-y)° .
a? b?

Operando algebricamente ne deriva
4b%a? — 4b%ax + b%x? + 4a*B? — 4a*Py + a’y? —a’b* =0
Ordinando, si ha

b%x?*+ a’y?- 4b%ax - 4a*By + 4b%*a? + 4a?p* — a*b?* =0
Posto
A=b, C=4,D=-4B0 , E=-4% , F=4b%a? +4a%B?% — a?b>
Si ottiene I'equazione dell’ellisse isometrica :

Ax?+ Cy'+Dx+Ey+F=0
2) Simmetria assiale §, conlarettaa= y=mx +q asse della simmetria

-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate:

1 —m? N 2m ( )

% —
x 1+m2x 1+ m? y—1a
2m 1—m? 2q

-~ +
y—>1+m2x 1+m2y 1+ m?2

Si ha:
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2
1—m2 2m 2 2
_x+_(y_q) 2m _l—m 2q
<1+m2 1+m2 + 1+mzlL 1+m2'y+1+m2 _ 1
a? bZ2
Operando algebricamente:

[B(1-mP)*+4&m?|x? + 4m(1-nf)(b%-&)xy + [4b'm? + &(1-mP)?] y? +
+ [8amq - 46mq(1-nf) x + [- 86°m’q — 4&q(1-mD)]y + [4b’m?? + 4o — &b%(1+nT)?]=0

Posto in questa equazione:

A = [B(1-mP)*+4dm? . B =4m(1)t*-a)
C = [4bm* + &(1-nP)] . D =[8aq - 46mq(1-nf)]
E = [- 8Bm?q — 4&q(1-nT)] . F = 40’ + 4&q” — &b*(1+mP)?

e sostituendo in essa, si ottiene I'etprezdell’ellisse isometrica :

Ax?+Bxy+ Cy+Dx+Ey+F=0

3) Traslazione di vettor&(a; B): Tv

-) Equazione:
Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformat :;:;:%
Si ha

(x-—a)? (-p)° _
a? + bz
Operando algebricamente:

1

b>%-2bfax + bfa? + &y* — 2&By + &> — &b*=0
Ordinando ,si ha
b’? + &y? - 2tfax — 2&Py + bra® + ap>— &b’ =0
Posto in questa equazione
A=b, C=4,D=-260 , E=-28 , F=b%a?+a?B?— a?bh?
e sostituendo in essa, si ottiene I'eguree dell’ellisse isometrica :

Ax?+ Cy’+Dx+Ey+F=0

Di particolare interesse € I'equazionguista ellisse, in quanto i suoi assi sono parallel
agli assi cartesiani, le cui equazionicson
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T 24 y= 2C
. D E
Mentre le coordinate del suo centro soﬁb(—ﬂ ; — E)

4) Rotazione: pg

-) Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate

" x—Xcosa+ ysena
y——Xxsena+ ycosa

Si ha:

xXcosa + ysena 2 —Xsena + ycosQ 2
> —
a b?

Operando algebricamente, si ha

Zk’cosa + 21 xycos ser +b*y’serfa + &x’serfa — 2&xyserucosy +

HgcoSo — &b°=0
Ordinando e tenendo oaielle formule di goniometria, si ha
oo + dserfa ) X+ (B — & )xysena: + ( ’serfa + &cosa ) y* — &b? =0
Posto in questa equazione

A= (boSo + dserfa) ; B=(B-d&)senz ; C = (Bserfo + &coa)
ed F= %3

e sostituendo in essa, septil'equazione dell’ellisse isometrica :
Ax?+Bxy + Cy+F =0

NB. Osservando le quattro equazioni trasformategtano alcune diversita:

-) I'equazione, trovata con la trasbemd e la simmetria centrale , non presenta il
monomio misto: cioe il coefficiere= 0 , annullando di fatto il monomio Bxy

-) I'equazione trovata con la simme#assiale presenta tutti i coefficienti

-) I'equazione, trovata con la rotazialheentro O e ampiezzg non presenta i mo-
nomi in cui le variabili x ed y figamo a primo grado: cioé i coefficienti D = E =0,
annullando di fatto i monomi Dx eyl E

-) le equazioni trovate con le quattastormazioni presentano tutte questa caratte-
ristica, qualora si vanno a sostiai parametri A,B,C,D,E,F i valori effettivi , €h

B- 4AC < 0.

Questa diseguaglianza costituisamfalizione perché un polinomio di secondo
grado a due incognite rappreserigllisse Infatti
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- Caso della trasformazione centrale:
A=8 ,C=4&, D=-46a , E=-48 , F=4b%a? +4a?B? — a?b?
B— 4AC = 0— 4P’ = — 48&® <0 qualunque siano i valori di a e b.

- Caso della trasformazione assiale:

A = [b?(1-mP)*+4&m? B = 4m(1)h*-&)
C = [4Fm? + &(1-mP)?] . D =[8aq - 46mq(1-nf)]
E = [- 86m*q — 4&q(1-n?)] . F = 40°q? + 4&f — &b*(1+nP)?

B- 4AC = 16M(1-m)?(b*&)>4[b*(1-n’)*+4&m?] [4b°m? + &(1-mP)?]=
= - {32m?a?b?(1 — m?)? + 4a?b?[16m* + (1 — m?)*]}
Il polinomio dentro parentesi graffe risulta sempositivo, perché somma di quantita
positive, pertanto il valore dell’espressione tigulegativo

- Caso della traslazione:
A=b, C=4,D=-260 , E=-28 , F=b%a? +a?B?— a?b?
B% 4AC = 0 — 4%’ =-48bh* <0

- Caso della rotazione:

A= (KFcogo + &serfa) ; B=(B-d&)senz ; C = (Bserfo + &cosa)

ed F= -%°
B2 4AC = [ — & )sen2. ] — 4 (BcoSu + &serfo ) (bPserfo + &cosa ) =

= fiserfo cogu — 8&b’serfacogo +4d'serfocosa - 4b'serfa cosa +

- 4gb’serfu - 4&b’cosla - Adserfu cosa = - 4&b’serla — 8&b?serfacosa -
4db’coda = - 48b%(serf o + cog 1)’ < 0
Anche in questo caso “B4AC < 0

Parabola dalla forma canonica alla forma generale
Equazione canonica y = ax
1) Simmetria centrale &, con C centro di simmetria:
-)Equazione

Sia C @ ; p) le coordinate del centro di simmetria, andiansostituire alle variabili
, . . X —20—Xx
dellequazione canonica le trasforma{le: :
y-2-y
Si ha:
2B—y=-aRa—x)
Operando algebricamente:
2B —y = aX - 4aux + 4’

axd - daxx +y+4a’-2=0
Da questa equazione in forma implicita possiandoviduare due forme:
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Prima forma:
Posto in questa equazione A=a; D=e¢4& =1 ; F=4a - 2§ e sostituendo in
essa, siricava:
Ax?+Dx+Ey+F=0
Seconda forma , detta equazione esplicita:

Posto sempre nella stessa equazione A=-a 4& = C =3 - 4a’ e sostituendo in
essa, Si ricava:

y=AxX+Bx+C

2) Simmetria assiale §, con laretta a= y = mx +q asse della simmetria
-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate:

1 —m? N 2m ( )
ﬁ —

x 1+ m?2 x 1+ m?2 y—4
2m 1 —m? N 2q

ﬁ —

Y 1+m2x 1+m2y 1+ m?2
si ha
2m _ 1-m? 2q _ _ d-m? 2m _ 2
1+m? x 1+m? y+ 1+4m? a Y+m2 X+ 1+m? (y q) ]

Operando algebricamente, si ricava:

a(1-M)>+ 4am(1-mM)xy + 4anfy’— 2m(nf-2agnf+2aqg+1)x+
— (nH+8agnf — 1)y + 4adm* 2gnf- 2 =0

Posto in questa equazione :
A = a(1-m)? : D= —2m(f2aqgnf+2aq+1
B= 4am(1-f) ; E = — (f8aqgnf-1)
C = 4am : F = + 4a9> 2qnt- 29
e sostituendo in essa, si ricava:
Ax? +Bxy + Cy¥+ Dx + Ey + F=0

3) Traslazione di vettor@(a; B):
-) Equazione:
Andiamo a sostituire alle variabili dell'equaziorenonica le trasformat({j:;:;:%
Si ha
y =B = a(x —a)®
Operando algebricamente, si ha
axd- 2aux +y —p - a’=0
Da questa equazione in forma implicita pares individuare due forme dette:
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Forma implicita
Posto in questa equazione A=a; D=¢2& =1 ;F=-a’-f e sostituendo in
essa, si ricava:
Ax*+Dx+Ey+F=0
Forma esplicita:
Posto invece A=-a ;B=®a C=p+a’, sostituendo e ricavando la y in fun-
zione della x, si ricava:
y=AxX+Bx+C
Questa forma € detémuazione normaldella parabola con asse parallelo all'asse delle y

’ : N B . .
postoA = B2 — 4AC, I'equazione del suo assexé — le coordinate del suo vertice

A . B 1- , .
_E)' le coordinate del fuoco sono(Fa ; —) e I'equazione della

sono Y — 5 2
4A

24’
. . N 1+A
direttrice ey = — —

4A

Se assoggettiamo questa parabola normalaadimmetria assiale il cui asse sia la
bisettrice del I° e IlI° quadrante: cioe

x'=y
y'=x

Sy=0 =1 x>y
ly=x

Otteniamo una seconda forma esplicita:
X = AY + By + C,

dettal’equazione normalelella parabola ma con asse parallelo all’asse dskisse,
, . . B . .
postoA =B? — 4AC, I'equazione del suo asse &= — A le coordinate del suo vertice sono

A B . =A B , . . .
V(——; —— ) le coordinate del fuoco sono(EI'—; - ) e 'equazione della direttrice
4A’  2A 4A 7 2A
_ 1A
4A

ex=

4)  Rotazione pg:
-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equaziotenonica le trasformate

” x—Xcosa+ ysena
y—>—Xxsena+ ycosa

Si ha:
—xsena + ycosa = a kcosa + ysena )

operando algebricamenteasi h
ax‘cogo + 2axycossen + ayserfa +xsena — ycosa = 0

Posto in questa equazioke a coda , B=2acassent, C = asefu ,
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D =san , E=cos, e sostituendo in essa, si ricava:
Ax?+ Bxy + Cy + Dx + Ey = 0

NB. Osservando le quattro equazioni trasformateforma implicita, si notano alcune
diversita:
-) I'equazione, trovata con la trastewd, non presenta il monomio misto:
cioe il coefficiente B = 0, annultio di fatto il monomio Bxy
-) I'equazione, trovata con la rotazialeentro O e ampiezza presenta il mo-
nomio misto B-0
-) le equazioni trovate con le quattastormazioni presentano tutte questa caratte-
ristica, qualora si vanno a sostitai parametri A,B,C,D,E,F i valori effettivi , €h
B4AC =0.
Questa relazione costituisce la condie perché un polinomio di secondo grado a
due incognite rappresenti una pdeabdatti
- Caso della trasformazione centrale:
A=a; D=-4a ;E=1 ;F=4d& - 2B e sostituito, si ricava:
B— 4AC = 0—0a=0 qualunque sia il valore di a .
- Caso della trasformazione assiale:

A = a(1-m? ; D= -2m(f2aqgnf+2aq+l
B= 4am(1-f) ; E = — (f8aqgnf-1)
C = 4am ; F = + 4a9> 2qnt- 2q

B 4AC = [ 4am(1-M) ]? — 4( 4ami)[ a(l-nf)?] =
= PA#(1-m)>-16&m*(1-n’)? = 0

- Caso della traslazione:
A=a; D=-2a ;E=1 ;F=-&-p e sostituito, si ricava:
B4AC=0-4-0a=0

- Caso della rotazione:
A=acoén : B=2acossen.; C=asefu : D=sen : E=cos
B 4AC = 44coaserfo — 4&cofoserfa = 0

Iperbole dalla forma canonica alla forma generale

xz yz
Equazione canonica ; — b_2 =

1) Simmetria centrale & , con O centro di simmetria:

-)Equazione

Sia C @ ; p) le coordinate del centro di simmetria, andiansostituire alle variabili

: : 2 —
dell’equazione canonica le trasform Je 227,
y=2-y



(2a-x)? (28 -y)*
a2 b2
Operando algebricamente ne deriva
4b%a? — 4b%ax + b*x? — 4a*B?* + 4a*By — a’y? — a’b* =0
Ordinando, si ha

1

b?x?- a’y?- 4b%ax +4a’By + 4b%*a? - 4a’B? — a?bh* =0
Posto

A=b, C=-4,D=-460 , E=4% , F=4b%a?-4a*p? — a?b?

Si ottiene I'equazione dell'iperbole isometrica
Ax?+ Cy'+Dx+Ey+F=0

2) Simmetria assiale §, con laretta a= y = mx +q asse della simmetria
-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate:

1 —m? N 2m ( )

ﬁ —
x 1+m2x 1+ m?2 y—4
2m 1 —m? 2q

y_>1+m2x_1+m2y+1+m2

Si ha:

2
1-m2_ 2m 2m 1-m?2 2q 2
x y—q) ( X )

zx z\ +
1+me 1+m _ \1+m?2 1+m?2” T 1rm?2 —1

a? b2

Operando algebricamente:
[B(1-mP)%-4&m?x? + 4m(1-nf)(b*+&)xy + [4bPm? - &(1-mP)?] y? +
+ [- Baq - 48mq(1-nf) ]x + [- 8Km?q + 4dq(1-m)]y +
+[4tmPef - 4do? — &b’(1+n7)?]=0

Posto in questa equazione :

A = [B(1-mP)*- 4&m?] . B =4m(1%t’+ &)
C = [4bm? - &(1-mP)?] D =[-8aq - 48mq(1-nf)]
E = [- 8fm°q + 4&q(1-n?)] : F = 4m’qP - 4&q” — &b(1+nf)?

e sostituendo in essa, si ottiene I'eguree dell’iperbole isometrica :
Ax?+Bxy+ Cy+Dx+Ey+F=0

111
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Caso particolare:

Assoggettiamo I'equazione canonica dell'ipbelbad una simmetria assiale il cui asse sia la
bisettrice del I° e IlI° quadrante: cioe

x'=y

y'=x

Sy= = x>y
ly=x

2 2
'equazione dell’'iperbole diviené(a'; — z—z = 1. In questa trasformazione 'asse trasverso
diviene I'asse delle ordinate e pertarfteochi hanno coordinate;(0 ;-c),R(0;c).

. 2 x2 . . - . .
La stessa equa2|on§2— —z = 1 possiamo scriverla, moltiplicando ambo i membri

2 2
dell’'uguaglianza pef-1, in questo modo z_z — % = —1. Tenendo conto poi che i parametri
a e b non sono altro che dei numeri indigaissiamo interscambiarli senza ledere il valore

dell’espressione e quindi uniformandoci altattura che vuole la come denominatore della x

e lab come denominatore della y . Otteniamo cosi I'etprazdell’iperbole
xZ yZ

@ ol

In questa nuova forma i punti notevoli ed#e notevoli sono:
Fuochi K(O0;-c),R(0;c)
Vertici: A(0;-b),A’(0;b)
Asintoti  y :igx

Eccentricita e =
. . A0
3) Rotazione:Pg:
-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate

" x—Xcosa+ ysena
y——Xxseno+ ycosa
Si ha:

(xcosa + ysena)? (—xsena + ycosa)?
a? B b? B

Operando algebricamente, si ha

Zk’cosa + 21 xycosy ser +by’serfa - &x’serfo + 2&xysenicosy +

Afcogo — &b*=0
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Ordinando e tenendo oatdlle formule di goniometria, si ha
(Cbosa - dserfa ) X°+ (b + & )xysena: + ( bfserfo - &cosa ) Y — &b’ =0
Posto in questa equazione

A= (Cbosu-dserfa) ; B=(B+d)senz ; C=(Bserfa- &cosa )
ed F= %4

e sostituendo in essa, $eottl’equazione dell’iperbole isometrica :
Ax*+Bxy+Cy+F=0
Caso particolare:

Data I'equazione dell'iperbole equilatera riferdtgli assi x? — y? = a?, se
'assoggettiamo ad una rotazioomea = 45°, il sistema diviene:

§
x’=g(x—y)
)= \y’=g(x+y)
x—>@(x+y)
y—*%?(—x-ky)

Bty

\/—
Yo xty)

Sostituendo all’equazione dell'ipdebequilatera , Si ha

2 2
[Z6c+9)] = [Z(x+y)] =02
da cui operando ricaviamo I'equazione:
Xy =
Posto k =d#, si ha I'equazione dell'iperbole equilatera rifarai suoi asintoti, che in
guesto caso sono proprio gli assiessi:
Xy =k

Se k > 0, I'asse trasverso coincide learetta y = x , la bisettrice del 1° e IlI° girante;

se k<0, , l'asse trasverso coincioe la retta y = - x , la bisettrice del 11° e I'g@iadrante

4) Traslazione di vettor&@(a; B): Tv

-) Equazione:

Andiamo a sostituire alle variabili dell'equaziocenonica le trasformatd: X~ *—%

y-=y—p
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Si ha
x-a)? (-B)?_

a? b2 1

Operando algebricamente:
b2%-2bfax - bo? - &y? + 2By - &p° — &b*=0
e ordinando ,si ha
b>? - &y? - 2Pax + 2&Py + bPa? - &p?— &b®=0
Posto in questa equazione
A=b, C=-4,D=-260 , E=2% , F=b%a?-a?B?— a?b?
e sostituendo in essa, seotil'equazione dell’iperbole isometrica :

Ax?+ Cy+Dx+Ey+F=0

Caso particolare

Data I'equazione dell'iperbole equilatera riferdgli asintoti xy = k, se I'assoggettiamo ad
una traslazione, essa si trasforma itx — a)(y — B) = k, da cui operando si ha

xy — Bx —ay + aff =k , raccogliendy(x — a) = Bx — aff + k , dividendo pex — «

Si hay=w , Cherisulta, posta =4 ,b=—-af+k,c=1,d= —a,
ax + b
y= cx +d

Tale equazione e dettanzione omograficache risulta I'equazione dell'iperbole equilatera
riferita agli asintoti traslata.
Punti notevoli e rette notevoli:

Centro C(—% ; %)
Asintoti : :—% VAR % , rette che risultano parallele agli assi cartasia

Assi: y=t (x + %) +% , rette che risultano parallele alle bisettridi gigadranti.

NB. Per determinare la funzione omografica occartwa condizioni indipendenti in quanto i
guattro parametri non sono indipendenti: infattidiendo numeratore e denominatore per c e

a b d . mx+n . . . .. .
posto m= , n=- e p=- si ha.y = e+ CON MNP indipendenti: condizione gia
riscontrabile nello sviluppo dell'impostazione detfaslazione.

NB. Osservando le quattro equazioni trasformategtsno alcune diversita:

-) I'equazione, trovata con la trastemd e la simmetria centrale , non presenta il
monomio misto cioé il coefficiente=B) , annullando di fatto il monomio Bxy

-) I'equazione trovata con la simme#assiale presenta tutti i coefficienti

-) I'equazione, trovata con la rotazialheentro O e ampiezzg non presenta i mo-
nomi in cui le variabili x ed y figamo a primo grado: cioe i coefficienti D = E =0,
annullando di fatto i monomi Dx eyl E

-) le equazioni trovate con le quattastormazioni presentano, qualora si vanno
a sostituire ai parametri A,B,C,D,Edn i valori effettivi, tutte questa caratte-
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ristica :
B4AC > 0.

Tale relazione costituisce la commtie perché un polinomio di secondo grado a due

incognite rappresenti un’iperbole

Infatti
- Caso della trasformazione centrale:

A=lf ,C=-4,D=-460 , E=4% , F=4b%a?-4a%B% — a?b>
B— 4AC = 0 + 4be’ = 4Fa® > 0 qualunque siano i valori di a e b.

- Caso della trasformazione assiale:

A = [b*(1-mP)* 4&m? B = 4amiid(b*+ &)
C = [4BFm? - &(1-mP)? . D =[8nq - 48mq(1-nf)]
E = [- 86m’q + 4&q(1-nf)] . F = A’q? - 40P — &b?(1+n)?

B?- 4AC = 16m(1-md)?(b*+&’)%-4[b*(1-mP)*-4&m?] [4b’m? - &(1-mP)?]=
= {32m?a?b?(1 — m?)? + 4a?b?[16m* + (1 — m?)*]} >0
Il polinomio dentro parentesi risulta sempre pesitperché somma di quantita
positive,
- Caso della traslazione:
A=b, C=-4, D=-2B0 , E=2% , F=b2a?-a?B?— a%bh?
B-4AC = 0 + 4&° = 4&b” >0
- Caso della rotazione:
A= (Kfcogu - aserfo) ; B=2(B+d)semcosr ; C = (Bserfa - &cosa)
ed F= —%°
B2- 4AC = [2(F + & )sercos |° — 4 ( Bcosa - &serfa ) ( bPserfa - &cosa ) =
= 4(b+ & )’>serfacoSo — 48 cogo serffa + 4&b® coda + 4&b® seffa +
— facogo serfu = 4(F + & )’serfucosa — 4(5'+ &) coga serfo +
+ 4%° (coSo + sefta) = 4(F + & )*serfacoSa — 4(F+ &)? coo serfo +
+ 8bd’ cogu serfa + 4&b? (coda + sefn)
B2- 4AC = 8l & cogo serfa + 4&b® (coda + seffa) > 0, perché somma di monomi
goniometrici positivi

Circonferenza dalla forma canonica alla forma gerede:

Equazione canonica x2 + yz =7r?

1) Simmetria centrale &, con C centro di simmetria:
-)Equazione

Sia C @ ; p) le coordinate del centro di simmetria, andiansostituire alle variabili
- 2a—x

=28 -y

(2a-x)*+(@p-y)* =1

Operando algebricamente ne deriva

, . . X
dell’equazione canonica le trasforma“g:
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4a? —4ax + x> +4B%* — 4By +y* —1r?2 =0
Ordinando, si ha

x2+ VY- 4ax - 4By +4a? +4B% —1r2 =0
Posto
A=-d4 , B=-$ , C=4a?+4p>—r?
Si ottiene I'equazione della circonferenza istsioa, detta anche equazione generale :

X +y¥+AX+By+C=0

5) Simmetria assiale: §, con laretta a= y = mx +¢q asse della simmetria
-) Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate:

1 —m? 2m
_)1+m2x+1+ z(y q)
L _22m 1 —m? + 2q
Y2 1T+mz* T+m2Y "1+ m?
Si ha:
2
1-m 1-m? 2q ] _ .2
[1+m2 1+m2 (y CI)] [1+m2 1+m?2 y+ 1+m2] r

Operando algebricamente:

[(1-f*+4n?]x? + [4n? + (1-nf)’] y* + [ 8mq ]x + [- 4q(1-m)]ly —r’=0
(1+m?»? X +(1+mH)2y?+8mg x- 4q(1 —m?) y—r’(1+ m?)2=0

Dividendo quest’ultima equaziqee (1 + m?)?, si ha

8mgq _ 49q(1-m %) 2 _
Xy + wma2 X aamae VT =0
Posto :
__8mgq _ _ 49(1-m?) | _ 2
T(1+m2)2 B=- (1+m2)z C=+

e sostituendo, si ottiene I'equazionkadarconferenza isometrica :
X +y+Ax+By+C=0
6) Traslazione di vettor&(a; B): Tv

-) Equazione:
Andiamo a sostituire alle variabili dell'equaziocanonica le trasformat]:
Siha

X—=X—A
y-y—p
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2 2_ .2
x—a) +ty—p)=r
Operando algebricamente:
X2-20x + o + Y - 2By + P2 —r?=0
Ordinando ,si ha
X2 +y-20x - By +a?+ pi—r?=0
Posto

A=-@ , B=-B, C=a?+p%2—r?
e sostituito, si ottiene I'equazioredla circonferenza isometrica :

X*+yY+Ax+By+C=0
: a.
4) RotazionepPg.:

-) Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili del’'equaziotenonica le trasformate

" x—-Xcosa+ ysena
y—>—Xsena+ ycosa

Si ha:
(xcosa + ysena)? + (—xsena + ycosa)? = r?

Operando algebricamente, si ha

Koo + 2 xycos seny +y?serfo + x’serfa - 2xysencosy +
+#goga —r’=0

Ordinando e tenendo catelle formule di goniometria, si ha

%+ Y =r?

. . . ' . . a .
-) La circonferenza di centro O e una figura unitalpeotazionep di centro O e
ampiezzea: 'equazione e uguale a quella di partenza

Sintesi:

Le trasformazioni, che presentano proprieta inwwslat sono quelle che hanno sia sopra che

sotto la linea divisoria tra sistemi diretti e insiela stessa equazione e sono la simmetria

centrale e assiale

Tutte le equazioni delle diverse coniche canonieh®n canoniche , queste ultime trovate

mediante trasformazioni isometriche, & possibdendurle ad una equazione generale comune
Ax? +Bxy + Cy¥+ Dx + Ey + F=0

Dalle note fatte per individuare in tale equazitmeoniche specifiche basti imporre le con-

dizioni poste:
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Se 2B 4AC <0 , allora la conica & un‘ellisse, intjgalare se

B =0e A= doah la conica é una circonferenza
Se °B4AC =0 , allora la conica & una parabola
Se 2B 4AC >0 , allora la conica & un’iperbole, intjizmlare se
A = C allorgoérbole € equilatera

Se B =0 la conica momuotata, altrimenti & ruotata

Se almeno uno dei doefhti D od E é diverso da zero la conica é
traslata, se entrambicsoguali a zero la conica non € traslata

Inoltre applicando il temma CNS perché un punto appartiene ad una

curva, si puo affermase: F =0 la conica passa per l'origine degli
assi cartesiani O ( 0); 8ltrimenti non passa per I'origine degli assi
cartesiani O ( 0 ; Onfaitti le coordinate (O ; 0) soddisfano I'equazione
generale nel caso chelF =

4 Trasformazione omotetica e simile

Dall’Aritmetica sappiamo che il rapporto fra due rerim di cui il secondo sia diverso da zero, € il

guoziente esatto della divisione fra il primo numed il secondo: di solito si indica in forma

n
frazionaria, cioe p = p oppure p =n:d, se la divisione viene effettuata tra n e d cprsi

indica il rapporto; e, che quattro numeri a,bgndo in proporzione se il rapporto di due di essi &

a C
uguale al rapporto degli altri due: cioég = 1 oppure a : b = c : d Sappiamo pure che

gualunque sia la proporzione vale la proprieta &onentale: “ In una proporzione il prodotto dei
medi (b, c) e uguale al prodotto degli estremj @) “ , che possiamo scrivere b - ¢ =a - d. Se
accade che i medi b,c sono uguali: b = ¢ = m allogaroporzione a: m=m: d e una proporzione
continua; in questo contesto la proprieta fondaalersfferma che fr= a - d.

Dalla Geometria elementare ricordiamo che due grazrelsi dicono omogenee o della stessa specie
se e possibile confrontarle: cioe stabilire se &maaggiore, uguale o minore dell’altra, e sommarle
Cosi pure che il rapporto di due grandezze dedissst specie € il quoziente delle loro misure rispet
to ad una qualsiasi unita; ed, in oltre, che qaagrandezze omogenee fra loro le prime due ed
omogenee fra loro le ultime due si dicono in prapmre se il rapporto tra le prime due & uguale al
rapporto delle seconde due.

Teorema fondamentale: C.N.S affinché le grandezzud insiemi in corrispondenza biunivoca
siano direttamente proporzionali € che
a) A grandezze uguali dell'uno corrispondono grandegneali dell’altro
b) Alla somma di due o piu grandezze del primo insi@mgisponde la somma delle grandezze
corrispondenti del secondo insieme.

Teorema di Talete: Un fascio di rette paralleleetaina su due trasversali due insiemi di segmenti
direttamente proporzionali
Corollario: La parallela ad un lato di un triangaolioide gli altri due lati in parti proporzionali.
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- ) Trasformazione omotetica

| concetti aritmetici e geometrici richiamati pemto@o di introdurre in un piano una nuova

trasformazione: l'omotetia. Tale trasformazione aratterizzata da un centro fisso O,
P10
dall'allineamento dei punti corrispondenti P e PIc0 e dal rapporto costant-sg.

Def 11) . Fissato in un pianoun punto O e considerato un numero reg#:& si chiamamotetia
di centro O e rapporto Ka trasformazione del piano in sé che , indicati con P e P’ i punti
corrispondenti, si ha:

-) P’ sia allineato con O e ¢dn

-) P’ appartenga alla semir@fse k > 0, alla semiretta opposta se k < 0.

d(pr',o0)
d(pP;0) 14

NB L’'omotetia & univocamente determinata dal suatroeO e dal rapportdk|: detto rapporto di
omotetia.

Tale trasformazione verra indicata cﬂojk

Proprieta:

1) Il centro O e l'unico punto unito dell’omotetia

2) Un’omotetia trasforma una retta in una retta palaldd essa.

3) Un’omotetia conserva 'ampiezza degli angoli cqrosdenti

4) Un’omotetia trasforma rette parallele in rette pala: cioé I'omotetia conserva il
parallelismo

5) Un’omotetia trasforma rette perpendicolari in refierpendicolari: cioé un’omotetia
conserava la perpendicolarita

6) Segmenti che si corrispondono in un’'omotetia dpoap k sono paralleli e hanno rapporto
costante uguale |&|: un’omotetia conserva il rapporto tra segmentrispondenti.

7) Un’omotetia in generale non conserva la distanziudipunti, a meno che il rapporto k =1

Equazione:

L’'osservazione fatta sulla definizione di omotetisne che I'omotetia € univocamente determinata
guando se ne assegna il centro ed il rapporto, gtezrdi determinare i sistemi che definiscono tale
trasformazione. Fissato pertanto un sistema diassesiani ortogonali xOy sul piang sia O il
centro di tale sistema. Si consideri che O siaiitmw di omotetia e k il rapporto di omotetia. Sia
P(% ; yp) un punto del piana e sia P’'(% ; yp) il corrispondente di P rispetto a detta trasfarima

Pro
ne . | punti O, P, P’ sono allineati e tal ci;r%- = |k| . Siano R e P le proiezioni rispettivamen-

te di P e P’ sull’asse delle ascisse. Si considdiasse delle ordinate, le rette sostegno dei segm
PP e PyP’, queste sono parallele in quanto perpendicaléasse delle ascisse, quindi costituisco-
no un fascio di rette parallele, mentre la rettstesgno dei tre punti O, P, P’ e I'asse delle asciss
costituiscono le due trasversali, pertanto pexdatéma di Talete le rette parallele determinanie sul
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P10 Pr,0
trasversali segmenti direttamente proporziongﬁ(*).— = Pxo = |k|; analogo ragionamento se
X
" . . P10 P1,,0 .
proiettiamo P’ e P sull’asse delle ordinate, qutn% = 5.0 = |k| Da queste relazioni
y
discende il sistema di equazioni relative all’'ontiate
x' = Kkx
y' =Ky
Qo= 77—
X — EX
1
YoRY

L’'omotetia generale di centro &€(p ) e rapporto k e data dalla composizione di Traslazione di

vettorev(a ; B ) e una omotetia di centro O e rapportd]@,k .

X =kx+ (1-Ka

0. . W=ky+(1-kp
Ck = 1 1
x—>Ex+(1—E)a

sty (1-D)s

CONICHE OMOTETICHE

In questa sezione applichiamo alle equazioni cahendelle diverse coniche la trasformazione
omotetica ottenendo cosi nuove equazioni di cenmmotetiche alle coniche canoniche. Se il
centro dell’'omotetia e il centro del sistema ilfgra della conica trasformata e sempre dello stesso
tipo della conica canonica ma risulta rimpiccioltangrandito secondo che |k| <1 o [k|>1. Se |l
centro e diverso dal centro del sistema cartesiahora il grafico della conica trasformata e
sempre dello stesso tipo della conica canonicaisuéta oltre che rimpicciolito o ingrandito anche
traslato.

Ellisse:

2 2

yo _
+ﬁ_1

X
Equazione canonica —
a
Omotetia di centro O e rapporto k: Qg i

Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:
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X— =X

k
1
Yy=xy

Si ha I'equazione dell’ellisse omotetica di cer@r@ rapporto k

2 2

X y

k2a2 N k2b2 =1

Omotetia di centro C e rapporto k€
Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

1 4 (1 1)
%_ — —
X kx K a

1 1
vy +(i-g)s

Si ha
[x + (k= Dal® | [y + (k= DB _

k2a? k2b? 1

Operando algebricamente:
b+ 2k a(k-1)x+ba’(k-1)*+ &y’ +2&B(k-1)y+ap’(k-1)* — Kath® = 0
e ordinando, ricaviamo I'equazione dell’ellisse detica di centro C e rapporto k:
b2 + &y? +2Ba(k-1)x+2&B(K-1)y + Fol(k-1)% + &p%(k-1)* — Kalh?=0

Osservazione: | coefficienti dei monomi di secomglado non presentano il fattore k di omotetia,
mentre tale fattore & presente nei coefficientidim e nel termine noto: questo sta a significhie ¢
la natura della conica non &€ cambiato mentre lgHanza degli assi si: cioé si é ottenuta un’ellisse
in posizione diversa ma ingrandita se | k | >ifhpicciolita nel caso | k | < 1.

Circonferenza:

Equazione canonicax’ + y2 = r?
Omotetia di centro O e rapporto k: Q¢
Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:
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Y—’EY
Si ha

xz yz
)
ﬁ‘l‘p—?"

da cui ricaviamo l'equazione della circonfereomaotetica di centro O e rapporto k
X+ Yy = k?r?

Osservazione. L’'omotetiQ, i trasforma la circonferenza canonica in una circ@nfza
concentrica alla data e tale che il rapporto tegygi € k.

Omotetia di centro C e rapporto K: Q¢

Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

1 4 (1 1
%_ — —
X2 KX k)“

1 +(1 1)
ﬁ_ — —
Yoy K B
Si ha

[x +(k—Dal® [y+k-DB]*
i * k2 -

Operando algebricamente
x2+2a(k-1)x+a?(k-1°+ y*+2(k-1)y+B*(k-1)> — Kr? = 0
e ordinando, ricaviamo I'equazione della circonfiziomotetica ci centro C e rapporto k:
X2 + V¥ +20(k-1)x+2B(k-1)y + a?(k-1)* + o*(k-1)*> —Kr*=0

Osservazione: | coefficienti dei monomi di secomglado non presentano il fattore k di omotetia,
mentre tale fattore & presente nei coefficiengdim e nel termine noto: questo sta a significhie ¢
la natura della conica non e cambiato mentre IlgHanza del raggio si: cioe si e ottenuta una cir-
conferenza in posizione diversa ma ingrandit&|sd | rimpicciolita nel caso [k| < 1.
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Parabola:
Equazione canonica:y = a X
Omotetia di centro O e rapporto k: Qg
Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

Si ha

Omotetia di centro C e rapporto K€Q

Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

1 4 <1 1)
ﬁ — — —
X kX K o
1 N (1 1)
% — — —
y-oRY L
Si ha
1 + (1 D g a2 +(1 AW
v (1-g)e=alpxr (1-3)q
Operando algebricamente ed esplicitando , ricavibegoazione della parabola omotetica di centro

C e rapporto k:

y(—lgc2+2(k_1)aa +(k—1)2a2a

K PR k h-k3
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Iperbole:

52 2

) . y

Equazione canonica — — *— = 1
a b2

Omotetia di centro O e rapporto k: Q¢ i

Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

X— =X

k
1
Yy=xy

Si ha I'equazione dell'iperbole omotetica di cen@ rapporto k

2 2

x Yy
k?a?  k2?b2

Omotetia di centro C e rapporto K: Q¢
Equazione

Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

x—>%x+<1—%>a
1 1
o (i)
Si ha
[x + (k—Da]® [y+Kk-DB]* _

k2q? B k2p2 =1

Operando algebricamente

b2+ 2k a(k-1)x+ba’(k-1)*[ a?y*+2&B(k-1)y+&p*(k-1)? - k*ab® = 0
e ordinando si ha I'equazione dell'iperbole omatetili centro C e rapporto k

b? - &#y* +2tfa(k-1)x-2&p(k-1)y + HFo’(k-1)? - &B*(k-1)° — Ka’h? =0

Osservazione: | coefficienti dei monomi di secomglado non presentano il fattore k di omotetia,
mentre tale fattore & presente nei coefficientidim e nel termine noto: questo sta a significhie ¢

la natura della conica non &€ cambiato mentre layHamza degli assi si: cioé si & ottenuta
un’iperbole in posizione diversa ma ingranditak$el] , rimpicciolita nel caso |k| < 1.
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Osservazione generale: le diverse equazioni, velalle diverse coniche, ottenute mediante la
trasformazione omotetica da un punto di vista fdemmespetto alla trasformazione isometrica sono
equivalenti, tuttavia facendo i confronti sui caa#nti si nota che le figure sono ingrandite o
rimpicciolite di un certo rapporto k e che i pustrrispondenti sono allineati con il centro di
omotetia qualunque esso sia.

- Trasformazione simile.

A differenza dell’omotetia la trasformazione sienilon ha in generale un centro e di conseguenza i
punti corrispondenti non hanno un allineamento, tneecome I'omotetia il rapporto delle misure
dei segmenti aventi per estremi punti corrispornidémiine costante ed e uguale al rapporto |K| fis-
sato.

Def. 12 ) Fissato un numero reale positiv# K, si chiamarasformazione simile di rapportol&
trasformazione del piano in sé che , indicati con P e Q due punti del piare P’ e Q' i punti
corrispondenti, si ha:

d(pP'Q) _

d(P;Q)

NB Il rapporto k & detto rapporto di similitudiree tale rapporto € uguale ad 1, la trasformazione
simile si riduce ad una trasformazione isometkica.

Tale trasformazione verra indicata c@ny
Proprieta:

1) La trasformazione simile conserva I'ampiezza daggoli corrispondenti

2) La trasformazione simile trasforma rette parallelerette parallele: cioe la similitudine
conserva il parallelismo

3) La trasformazione simile trasforma rette perperiditcan rette perpendicolari: cioé la
similitudine conserva la perpendicolarita

4) Segmenti che si corrispondono in una similitudingagporto k hanno rapporto costante
uguale a k: la similitudine conserva il rappori@ $egmenti corrispondenti.

5) Una similitudine in generale non conserva la dsdadi due punti, a meno che il rapporto

k=1

6) Due poligoni si dicono simili se hanno i lati cegpondenti in proporzione e gli angoli
congruenti

7) In due poligoni simili i perimetri stanno tra dirto come due lati corrispondenti: cioé
zip, = k , dove k & il rapporto di similitudine.

8) In due poligoni simili le aree stanno tra di loronmee i quadrati di due lati corrispondenti:

cmezl = k?, dove k & il rapporto di similitudine.
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NB.

1) La trasformazione simile di rapporto k puo essettenuta dalla composizione, in ordine

gualsiasi, di un’'omotetia (di centro arbitraricegporto k) e di un’isometria.

2) La composizione di due trasformazioni simili dipporto k ed h e equivalente ad una

trasformazione simile di rapporto il prodotto k. -

Equazione:

La nota 1) fatta sulle proprieta della similitudirgoe la trasformazione simile di rapporto k puo
essere ottenuta dalla composizione, in ordine @sls di un’omotetia di centro arbitrario e
rapporto k e di un’isometria , permette di detemini sistemi che definiscono tale trasformazione.
Fissato pertanto un sistema di assi cartesiangon@li xOy sul piana, sia O il centro di omotetia

di rapporto k , con k > 0 in questo contesto:tisia risolvente tale trasformazione é

{x’zkx
y' =ky

X - X
k

Qo,k =

1
Yo RY

Sullo stesso piano sia dato il sistema risolvented generica isometria:

x'=ax+by+p

~ y'=cx+dy+q
N = ” X—>dx—by—(dp—bq)
y-—cx+ay+(cp—aq)

con

Componendo le due trasformazioni

) kK — .Q.O,ko 3

Operandasui sistemi si ha

y'=k(cx+dy+q)

x~>7[dx—by—(dp-bq)]

y—%[—cx+ay+(cp—aq)]

{x’=k(ax+by+p)
X kK —

Generalizzando :

{x’zdx+5y+15

ad —bc=1
a? + b? = ¢? + d?
ac+bd =0

ad —bc=1

con {az +b% = c?+d?

ac+bd =0

' —ex+dv+a ad—bc=4
2k = 1ya b 3&’_615_ con {C_lz+b2=c‘2+d2 e k=VA
x-pldx-by~(dp-bq)] G +bd =0

y-3l-ex+ay+(@p-ag)]
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CONICHE SIMILI

In questa sezione applichiamo alle equazioni caherdelle diverse coniche la trasformazione
simile ottenendo cosi nhuove equazioni di conichelisalle coniche canoniche.

Ellisse:

x2 2

. . Yo _
Equazione canonica = + oz = 1

Similitudine di rapporto k : X
Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:
x > +[dx - by — (a5 - bg)]
A y p—bq
y -3 [-ex+ay + (p - ag)]
Si ha

2

1.5 = oo o= (1o o o
{Z [dx — by — (dp - bq)]} {Z [—cx +ay + (cp - aq)]}
2 + 2
a b
Operando algebricamente
b2d?x? + b2b?y? + b2(dp — bg)" — 2b2dbxy — 2b2d(dp — bq)x + 2b*b(dp — bg)y +
+a%c?x? + a’a’y? + a*(¢cp — aq)?® — 2a*acxy - 2a*c(cp — aq)x + 2a*a(cp — ag)y+
—a?b?(ad — be)* = 0
e raccogliendo , ricaviamo I'equazione dell’ellissaile:
(a®c? + b2d?)x* — 2(b%db + aac)xy + (a®a® + b*b?)y? — 2[b?d(dp — bq) + +a?c(cp —
aq)|x + 2[b2b(dp — bg) + a*a(cp — aq)] — a?b*(ad — be)* =0
Vogliamo verificare la condizione, perché I'equamdrovata e proprio I'equazione di un’ellisse:
cioé verifichiamo che B 4AC <0
4(b%db + aac)” — 4(a2¢? + b2d?)(a?a@® + b?b?)= 4[p*d?b? + 2a*b2abéd + a*ae? —
a*a*c? — a*b?b?c? — a*b*a*d? — b*d*b*] = —4a?b*(b*c* — 2abcd + a*d?) =
—4a2b?(ad — be)* < 0
La condizione ¢ verificata pertanto I'equazior®@uazione di un’ellisse: la trasformazione simile
come tutte quelle che I’hanno preceduta trasfornglissi in ellissi.
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Circonferenza
Equazione canonica: %X+ Y’ =1r?
Similitudine di rapporto k : X

Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:

x > L [dx - by — (@5 - bg)]

A y —(dp — bg

y - x[~cx + ay + (cp — ag)]

Si ha
1.5 T < =N (1 - N
{Z [dx — by — (dp — bq)]} + {Z [-cx +ay + (Cp — aq)]} =r
Elevando al quadrato e facendo il minimo comun denatore, si ha:
d?x? + b2y? + (dp — bg)" — 2dbxy — 2d(dp — bg)x + 2b(dp — bg)y +
+2x% + a’y? + (¢p — aq)? — 2acxy - 20(¢cp — aq)x + 2a(cp — aq)y —r?*(ad — Ec‘)2 =0

Raccogliendo e tenendo presente le condizioni dedkformazione, otteniamo I'equazione di una
circonferenza: quindi la trasformazione simile com#ée le altre che la precedono trasforma
circonferenze in circonferenze.

2[d(dp-bq)+c(cp-aq)] 2[b(dp-bq)+a

2 2 _ ( - =
XTty (@2+b2) X+ (@a?+h2?) y 0

Parabola

Equazione canonica; y = a’

Similitudine di rapporto k : X
Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:
x > > [dx — by — (dp — bq)]
A y p q
y - z[-¢x +ay + (ep — ag)]
Siha
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1 1 - )

0 [—cx +ay + (¢p — ag)] = a{Z [dx — by — (dp — bq)]}

Sviluppando il quadrato, semplificando e opernduiilimo comun denominatore, si ha

(ad — bc) [-cx + ay + (¢p — aq)] =ad?x? + b?*y? + (dp — Bq)z — 2dbxy — 2d(dp — bq)x +

2b(dp — bq)y)

Da cui 'equazione della parabola simile

ad’x? — 2adbxy + ab®y*+ [¢(ad — b¢) — 2ad(dp — bg)]x — [a(ad — bc)- 2ab(dp — bg)]y+
- _ - 2 _ = — __ _

+[a(dp — bq) -(ad —bo)(cp—ag)] =0

Vogliamo verificare la condizione, perché l'equamotrovata € proprio I'equazione di una
parabola: cioé verifichiamo che? B4AC =0

B2 — 4AC = 44b%d?- 4&b%d2 =0

La condizione e verificata pertanto 'equazion€egjuazione di una parabola: la trasformazione
simile come tutte quelle che I'hanno precedutadrasano parabola in parabola.

Iperbole:

2 2
Euazi Yy
quazione canonica 72 b2 -

Similitudine di rapporto k : X
Equazione
Andiamo a sostituire alle variabili dell’equazione canonica le trasformate:
x > ~[dx — by — (dp — bq)]
A y p—bq
y -3 [~ex+ay + (p - ag)]
Si ha
1oz 7 s 1o P
{Z [dx — by — (dp — bq)]} {Z [-cx +ay + (¢cp — aq)]}
a? b?

2

Operando

b2d?x? + b2b?y? + b2(dp — bg)" — 2b2dbxy — 2b2d(dp — bq)x + 2b*b(dp — bg)y +
—a?c?x? — a’a*y? — a*(cp — aq)?* + 2a*acxy + 2a*c(cp — ag)x — 2a*a(cp — aq)y+

—a?b?(ad — be)* = 0
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e raccogliendo , otteniamo I'equazione dell'ipegbsimile

(—a?e? + b2d?)x? — 2(b%db — a*ac)xy + (—a?a® + b%b?)y? — 2[b%d(dp — bq) +
—a?e(ep — ag)|x + 2[b*b(dp — bq) — a*a(ep — ag)] — a?b*(ad — be)” = 0

Vogliamo verificare la condizione, perché I'equamdrovata € proprio I'equazione di un’iperbole:
cioé verifichiamo che B 4AC >0

4(b?db — a*ac)’ - 4(—a?e? + b2d?)(—a2a? + b2b?)= 4[p*d*b? — 2a*b*abed + a*a?c? —
a*a’c? + a’b?*b%c? + a*b?a’d? — b*d?*b?] = 4a?b?(b%c? — 2abcd + a*d?) = 4a*b?(ad —
be)? >0

La condizione € verificata pertanto I'equazionéeguazione di un’iperbole: la trasformazione
simile come tutte quelle che I'hanno precedutadrasano iperboli in iperboli.

Osservazione Generale:

1) La radice quadrata del valoreAlcostituisce il rapporto di similitudingfA= k # 0
Se k > 0, la trasformazione si dice diretta: dmdigura trasformata non muta il verso di
percorrenza del suo contorno; se k < 0, la trasarone si dice invertente: cioe la figura
trasformata muta il verso di percorrenza del sudaoo.

2) La trasformazione simile e la trasformazione pinegale tra quelle viste, infatti, posto nelle
condizioni A = 1, la trasformazione simile si riduce ad ureftirmazione isometrica; mentre
se nelle condizioni poniamio= ¢ =0 e a = d = k, la trasformazione simile si riduce ad una
omotetia. Pertanto dalle osservazioni fatte preteseente la trasformazione simile trasforma
coniche in coniche dello stesso tipo: cioe ellissellissi, parabole in parabole, iperboli in
iperboli e circonferenze in circonferenze.
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5 TRASFORMAZIONE AFFINE E PROIETTIVA

- Trasformazione affine o affinita

Nellimpostare I'equazione della trasformazione iggnrabbiamo imposto tre condizioni
ad—bc=4%0
a’+b*= c*+d?
ac+bd =0
Se andiamo ad eliminare tutte le condizioni fatzezione della prima: cioé A deve
mantenersi solo diverso da 0, si ha una nuovéotraazione, detta trasformazione affine, Il
cui sistema di equazioni
{x'=dx+l3y+15
y'=¢x+dy+q
- —
x-x[dx—by—(dp-bq)]

A=

con A=ad—bc+#0

S
y-xl-cx+ay+(cp-aq)]
A e dettorapporto di affinita

Il sistema di equazioni € identicamente uguale @lgulella trasformazione simile, cambiano
solo le condizioni. Applicando tale trasformaziaiie coniche canoniche si ottengono le stesse
equazioni travate con la similitudine: cioe
- ) ellisse: Ax?*+ Bxy + Cy¥ + Dx + Ey + F=0.
con A= (a®c?+b%d?) ; B=-2(b%db+a’%ac) ;
C(a?a? + b*b?) ; D=-2[b?d(dp — bq) + +a*c(cp — ag)| ;
E2§b2b(dp — bq) + a*a(cp — ag)| ; F = —a?b*(ad — be)’
’B4AC<0
- ) circonferenza:Ax? + Bxy + Cy + Dx + Ey + F = 0.
colA= (*+d?) ; B=-2(db+ac) ;

Q& +b*) ; D=-2[d(dp - bq)+c(cp—aq)];
E26b(dp — bq) + a(ep — ag)| ; F= —r?(ad — be)”
2B4AC <0

- ) parabola: Ax*+ Bxy + CY¥ + Dx + Ey + F = 0.
conA=ad? ; B=-2adb ; C=ab® ;
D<2ad(dp — bq)] ; E =—[a(ad — bc)- 2ab(dp — bq)] ;
= _ - 2 _ = - __ _
Fadp — bg) - (@d — bo)(¢p — aq)]
2B4AC =0
- ) iperbole: Ax* + Bxy + Cy + Dx + Ey + F = 0.
conA = (—a®c? + b%d?) ; B=-2(b*db-—a’*ac) ;
O(=a?a? + b%b?) ; D=-2[b%d(dp — bq) — a*c(cp — aq)] ;
E202b(dp — bq) — a*a(cp — ag)] ; F = —a?b?(ad — be)’
’B4AC >0
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Osservazione: Le equazioni dell’ellisse, della pala e dell'iperbole sono identicamente uguali a
guelle trovate con la trasformazione simile, meh#guazione della circonferenza ha
caratteristiche uguali a quella dell’ellisse: ciaga circonferenza viene trasformata, mediante
laffinita in un’ellisse. Il fatto sta proprio nédver soppresso le condizioni della trasformazione
simile che permettevano di imporre A = C e B =duandi ridurla alla forma:
X+yY+Ax+By+C=0
L’affermare che la similitudine trasforma circordaee in circonferenze € una proprieta caratteriz-
zante la similitudine.

Proprieta

1) Una affinita conserva I'allineamento dei punti:&imasforma rette in rette

2) L’ affinita trasforma rette parallele in rette pidebe: cioe conserva il parallelismo.

3) In una trasformazione affine al punto medio di egmeento corrisponde il punto medio del
segmento corrispondente

4) Ogni trasformazione affine conserva il rapporto gice di tre punti allineati: ( Def. Siano

- . s AC .
A,B,C tre punti allineati , il rapporto semplicedato dat 5C col segno + se C e esterno al

segmento AB , se € A il rapporto € nullo, se & B il rapporto € infinito).
5) In una trasformazione affine ad ogni parallelogramuorrisponde un parallelogramma.
6) L’affinita trasforma coniche in coniche, ma in geale non sempre dello stesso tipo.

!

7) In due figure affini il rapporto delle loro areeiguale al rapporto di afﬁnitacc% =A

NB. Nel n° 6 si & detto che l'affinita trasformanéche in coniche, ma in generale non sempre
dello stesso tipo: infatti I'ellisse & sempre affiad una circonferenza, anzi & equivalente ad una
circonferenza avente per raggio la media geometiecalue semiassi dell’ellisse. Abbiamo avuto
modo di calcolare I'area racchiusa da un’ellisge:= nab; cosi pure l'area racchiusa da una
circonferenzaA = nr? . Per essere ellisse e circonferenza equivalentrb aree devono essere

uguali : nr? = mab , da cui ricavando r si ha b , che non & altro che il valore della media
geometricadiaeb.

Mentre I'iperbole canonica € affine ad un’iperbelguilatera e la parabola normale e equivalente
ad una parabola canonica.

NB. Ogni trasformazione affine & univocamente deieata da tre punti non allineati e dai loro
corrispondenti: in quanto nel sistema figurangpseametri indipendenti.

- Affinita omologica od omologia

Collegata all'affinita & 'omologia. Essa e unasfamazione del piano in sé ( o tra piani sovrappo-
sti ) che ammette una retta di punti uniti, dettae dell’omologiagd un fascio di rette unite, il cui
punto di intersezione é dettentro dell’omologia.

Se il centro dellomologia appartiene all'asse,mwogia si diceomologia specialein caso
contrario si dicemologia generale

L’'omologia e individuata dal centro, dallasse e wiaa coppia di elementi ( punti o rette )
corrispondenti: i punti corrispondenti sono allinezn il centro, mentre le rette corrispondenti si

intersecano in un punto appartenente all’assemportanza fondamentale € il rapporto
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caratteristico dellomologia che € il birapportarfato da due punti corrispondenti dal centro di
omologia e dal punto di intersezione della rettagiongente i punti corrispondenti con I'asse. Tale
rapporto rimane costante qualunque sia la coppaicki corrispondenti considerata. Le omologie
vengono classificate a seconda che il centro sd’as&ano propri od impropri: il centro € improprio
guando le rette sono parallele e tale punto espand@ezione comune alle rette, I'asse € improprio
guando e costituita da punti impropri.

Si haomologia affine o affinita omologicael caso che il centro € improprio: cioe e data una
direzione ), e I'asse € una retta reale

Si haproiettivita omologicanel caso che centro e asse sono propri: punto eaaita reale.

Def. Si chiamaaffinita omologicaa trasformazione del piano in sé definita dausedi elementi:
- ) unaretta fissal , detta asse
- ) unadirezione assegnata, detto centro
- ) due punti A e A’ corrispondenti, allineati am@ntro o lungo la direzione assegnata

Graficamente e possibile determinare di ogni pudtd suo corrispondente P’, cosi operando
nell'ordine:
1) Sitraccialaretta r (A, P) e siconsidepuinto Q =rn u
2) Sitraccia laretta t passante per P e di aoeffte angolare m
3) Sitraccialaretta s (Q A’)
e si determina il punto P’ =t s.
Questa costruzione geometrica permette di indiveluaistemi che definiscono la trasformazione
omologica affine.
Siano dati Assei=ax + by +c
Direzionem
Punti corrispplenti : A (a;B) e A (o ; B)

{ x'= (1+ka)x+kby+kc
!

y!'=kmax+(1+kmb)y+kmc _ d-a _
o= » (+kmb)x—kby—kc con k=——— e A= (1 + ka)(1+kmb)-kmab
A

_aa+bﬁ+c

—kmax+(1+ka)y—kmc
A

Proprieta

L’affinita omologica essendo un’affinita cemga tutte le proprieta dell’affinita ed inoltreagse
dell'affinita omologica e una retta fissa.
L’affinita omologica conserva il rapporto semplisgano X ed X' due punti corrispondenti e
. . . . . Fxx' .
sia k= r(X;X')nu,qualunque sia X ed X’ il suo corrispondente, iparto FX—X ri-
X
mane costante.

- Proiettivita omologica

Diamo un cenno alla proiettivita omologica, visteee stata accennata come caso della trasforma-
zione omologica: cioe nel caso che centro e adberdelogia sono elementi propri del piano. Essa
fa parte pure come caso speciale della trasformaziwoiettiva o proiettivita , che fa parte della
geometria descrittiva. Relativamente alle conitfegtto che una conica sia degenere o0 non
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degenere e un fatto di carattere proiettivo: ciagénvariante della trasformazione proiettiva. La
proiettivita trasforma coniche in coniche ma in g&be non dello stesso tipo.

Def. Si chiamaproiettivita omologicala trasformazione del piano in sé definita daiusegi
elementi: - ) una retta fisaa, detta asse

- ) un punto fisso al finit&, detto centro ( con S non appartenente &d

- ) due punti A e A’ corrispondenti, allineati a@ntroS

Graficamente é possibile determinare di ogni pudtd suo corrispondente P’, cosi operando
nell'ordine:

4) Sitraccialaretta r (A, P) e siconsidepuinto Q=rn u

5) Sitraccialaretta t passante perPe S

6) Sitraccialaretta s (LQ A’)
e si determina il punto P’ =t s.

Equazione :

Tenendo presente quanto detto, sia xOy un sistemssi cartesiani ortogonali sul piam@ siano
u:ax+by+c=0, S(%;ys), A(a;p) e A (a';P)

rispettivamente l'asse, il centro ed i punti cgpondenti della trasformazione proiettivita
omologica del piana in sé sotto la condizione che S, A e A’ siarimedti.

Sia P (x; y ) un punto generico del piano, si vogliono determinare le coordinate del punto
corrispondente P’ (X’ ;y’)

Sia r la retta passante per P ed Ar:= % (x—x)+7y esia @a=rnu:
3 _ ~ X = —(bB+0O)x+aby+ac
ax+by+c=0 ' o 9 ax+by—(aa+bp)

B—y . . le cui soluzioni sono L
y = E(x —%)+7y apx—(aa+é)y+p¢

Ya = ax+by—(aa+bp)

Siat laretta passante perPed@ = x)(ys—y) —(xs —x)(y —y) =0
Sia s la retta passante pepRQed A’ : (x —x,)(8' —v,) — (' —x,)(y —y,) =0

y _ A1X+B1y+Cy

Il punto corrispondente di P: P’ e dato dallergezione dit cons: Ajﬁigj;fcz
A
y = A%+BYy+C
con
Ar=o(Ys—Y) = %(Ys—B') Ae=V¥s(B —VYq) AP -Yyq
Bi=Xs(Xq—0a') B=f"(Xq—Xs)—¥s(a'=Xs) B=x-a
Ci=xs(ayq—P'Xq) e=ys(a'yq -P'Xq) C =o' —Xg) = X%s(B" = Yq)

La trasformazione inversa risulta
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o AX 4By +C

AxX'+By' +C
o _ AX' + By + G,
 AX+By' +C
Con
A, = BC - BG 4, =AG - AC A=AB-AB
B, =BG - BC B, = AC-AG B =AB - AB
EI =BGCG-BC ZE =AGCG- A1CG C = A/B,- A,B;

Pertanto i sistemi di equazioni generali dellaftrasazione proiettive omologiche sono

1_A1x+B1y+Cq
~  Ax+By+C
1 _Axx+Bpy+C>
~  Ax+By+C
A1x+B1y+Cq
Ax+By+C
By
Ax+By+C

NB. Puo capitare che ad un punto proprio corrispama punto all'infinito o improprio: tale punto
proprio € dettopunto di fuga L'insieme dei punti di fuga appartengono ad uetar parallela
all'asseu della proiettivita: questa retta e detta rettaplaiti di fuga e ad essa corrisponde la retta
costituita da punti all'infinito o da punti imprdpQuesto permette di dire che la trasformazione
proiettiva omologica & una corrispondenza biunivivsaa punti del piano purché vi si includono i
suoi punti all'infinito o impropri Questo induceparlare di piano ampliato: cioe il piano costituito
da punti propri ed impropri e a considerare sisteaniesiani sul piano omogenei: cioé un punto del
piano ampliato & determinato da una terna; (x; xs ) con x :i—: ey =z—z se %=0 il punto &
improprio o all'infinito, se ¥ # 0 allora il punto & proprio. Si avra modo di intare tali
coordinate omogenee in modo argomentato & comipletitro capitolo.

Proprieta

1) La proiettivita omologica conserva I'allineament gunti: a rette corrispondono rette
2) La proiettivita omologica conserva il birapportoggiattro punti allineati: (A,B,C,D)
AC AD
o : BC BD . .
3) La proiettivita omologica trasforma coniche in adré non necessariamente dello stesso
tipo
4) La proiettivitd omologica non conserva il paraietio e quindi non conserva I'ampiezza
degli angoli corrispondenti.
5) La proiettivita omologica ha un punto fisso ed vet#a fissa: il centro e I'asse.
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- Trasformazione proiettiva:
Piu generale della proiettivita omologica e lafoa®azione proiettiva: infatti

Def. Si chiama trasformazione proiettiva o prouéd una trasformazione geometrica che ha come
invarianti I'allineamento dei punti e il birappontib una quaterna di punti allineati

Si é detto che la proiettivitd omologica e unaipalare proiettivita in quanto ha come invarianti
I'allineamento dei punti e il birapporto, ma in gitesenta un punto ed una retta fissa; la proiettiv
invece non presenta questi enti di fissita, peotassa e piu generale della proiettivita omologica.

Il sistema di equazioni e lo stesso di quello aglioiettivita omologica priva delle condizioni
iniziali.

/_ax+by+c
Tdx+ey+f
/_aix+biy+cq
_ dx+ey+f
P = _)c_lx+5y+E
dx+ey+f
L a1xtbyy+ey
dx+ey+f
Con
a = bf- eq a;=dg —fa d=ae—-hd
b= ec — bf b, =fa—dc e =bd —ea
¢ =bg — b ¢ =ca-—ag f=ba-ab

Anche questa trasformazione fa corrispondere cenécbhoniche non necessariamente dello stesso
tipo: infatti una stessa circonferenza cambiandmt@udi osservazione prospettica si puo
trasformare in ellisse, parabola o iperbole indéfegemente, cosi le altre coniche.

Esiste un’altra trasformazione del piano in s& ahdremo ad analizzare in un altro capitolo che
trasforma le coniche in altre tipi di curve di ardisuperiore o di ordine inferiore: questa analisi
verra organizzata alla luce di curve deducibilcdaiche.

Finora applicando queste trasformazioni alle camicanoniche si sono ottenute sempre equazioni
del tipo:

Rx+ BXy + Cg+ Dx + Ey +F =0

Pertanto una conica e definita da tale equazioseabndo grado a due incognite: detta equazione
generale di una conica.
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6 Dall’equazione generale a quella canonica

Le trasformazioni del piano in sé ci hanno permeaidoovare I'equazione generale delle diverse
coniche, partendo dall’equazione canonica di questéte le trasformazioni ci hanno permesso di
individuare nell’equazione di secondo grado comaplguella che caratterizzava la conica. La
distinzione delle diverse coniche veniva effettuatalizzando i coefficienti di tale equazione:
infatti, data I'equazione

Ax*+Bxy +CYy+Dx+Ey+F=0

Se B-4AC <0, l'equazione & la trasformata dialiigse canonica

Se B-4AC =0, l'equazione & la trasformata di paeabola canonica

Se B-4AC >0, I'equazione & la trasformata di ipebole canonica

Se B—4AC <0 e B=0eA=C, I'equazione érsformata di una circonferenza canonica

Se B+ 0, la conica canonica nella trasformazione atsubia rotazione

Se B=0e (D 00 C+ 0), la conica canonica nella trasformazione a sum#traslazione

Se F =0 , l'origine del sistema cartesiano ¢unto della conica: infatti andando a sostituire le
coordinate dell’origine si ottiene un’identita % 0: cioe Il'origine soddisfa il teorema di
appartenenza di un punto ad una curva.

Facendo memoria di queste considerazioni in pre@seinzin’equazione di secondo grado a due
incognite, noti i coefficienti possiamo individuatdipo di conica e a quali trasformazioni e stata
sottoposta. E’ importante ora poter trasformarguazione generale in equazione canonica. In
guesto capitolo tratteremo I'argomento col meto@dedtrasformazioni isometriche: rotazione e
traslazione, della geometria analitica, nel sudéeessapitolo tratteremo I'argomento col metodo
degli invarianti topologici o delle matrici.

Ricerca dell’equazione canonica
Sia data I'equazione generale

Ax*+Bxy +Cy+Dx+Ey+F=0
Applichiamo dapprima ad essa la trasformazioneétdca

Rotazione: pg:
{x’ = XCOSO — ysena
y' = Xsena + ycosa

a _
Po = " X—-XCcosa+ ysena
y—>—xsena+ ycosa

A (xcosa + ysena)’+ B (xcosa + ysena)( —xsena + ycosa) + C (—xsena + ycosa >+ F =0
Da cui elevando al quadrato e moltiplicando e rgliendo, si ha:

a) (Acosa — B sem cost + C sefin) X° + ( 2Asen cosy + Bcoga — Bsefia +
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— 2Csen cosy ) Xy + (Aseffo. + B sem cost + C coda) y* +
(D cosa — Esena ) X+ Dsena+ Ecosa)y+F=0

Poiché si vuole rendere la conica non ruotata @ssecio annullare il coefficiente del termine
misto: Xy, vale a dire:
2Asen. cosy, + Bcoga — Bsefia — 2Csen cosi. = 0

Tenendo conto delle formule di duplicazione detlaigmetria, cioé 2sencost = senz e

coga — sefio. = cos2: , e sostituendo si ha
(A-C)sena+Bcosa=0

Sotto la condizione che casz 0, dividiamo ambo i termini dell'ultima equazionergosz:

sen2a
(A-0C)

B=0
cos2a +

... . . sen2a . . .
Ma per la definizione di gomometrm = taga , sostituendo ed isolando si ha
B . 1 B
Tagdv=—— ,dacui a = —arctag —
c-A 2 c-A
NB. Se il valore dell'angola € positivo, andiamo a sostituire tale valore eslpressione a) , se |l
. N . . s . N T
valore dio € negativo, il valore da sostituire in a) saisuib complementar%ﬁ — .

Otteniamo cosi la seguente equazione:
A'x*+Cy*+D*'x+ E'y+ F=0
Con
A'= AcoSo — B sem cos, + C sefa
C'= Aserfa + B sem cos: + C codo
D' = D cosa — E sena
E =D sena + E cosa

Nel caso che la conica generale & una parabotgaall = 0, altrimenti €% 0. Pertanto
relativamente alle coniche a centro ( ellisse ebiple ) si va prima alla ricerca del centro e
successivamente si applica la trasformazione isicaetraslazione; relativamente alla parabola si
trova il vertice e si applica la traslazione. Digtiiamo due casi.

a) Caso delle coniche a centro:

* *

% ==

Come si e visto nel cap. lll le coordinate del cesbno x=—

24* 2C*
Applicando la trasformazione:

!/

{x =X—X,
!/

. . S — Yy =y-y

Traslazione di vettoté—x. ; —y. ): Tv :THCC

15—y +ye

Si ha:

A(x+x. Y+C (y+5:)°+D (x+x.)+E (y+y.)+F=0
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Da cui elevando al quadrato e moltiplicando e rgkendo, si ha:
AXP+Cy*+(D +2A% ) x+(E +2Cy.)y+Ax2 +Cy2 +D*x. + E*y.+ F =0
Sostituendo a oed a y i loro valori, si ha:

+F0

4A* 4c*

A'X? +Cy2—

PostoF = —(—% v + F) e sostituendgsi ha:

Ax?+Cy —F =0
Equazione facilmente trasformabile equazione camoni

2 2

x? y? x y «
—2+—2—1 nel caso ch€ >0 : ;—F=1 nel caso che&C <0

cona\/ieb = econ—>0e—>0

b) Caso della parabola:
Posto A= 0e C =0, per essere? B4 A C =0 ed esplicitando rispetto alla x si ha

A, D F

y:

E* E* E*
Le coordinate del vertice sono:
o= — * o _D*?—4A*F
VT o Y=
Applicando la trasformazione:
{x’=x—xv
’— —_—
Traslazione di vettol&§ —x,, ; —y,, ): Tv = %

”y—>y+yv
Si ha:

A(x+x,)°+D (x+x,)+E (y+y,)+F=0
Da cui elevando al quadrato e moltiplicando e rgliendo, si ha:
Ax? +(D +2A%)x+ E y+Ax2 +D*x, +E*y,+ F=0
Sostituendo a oed a yi loro valori, si ha:

Ax? +E y=0
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* *

. . . A A . ,
Esplicitando rispetto alla x si ha S 2l x? ; posto a = —5 € sostituendo si

ottiene I'equazione canonica della parabola: ané&

NB. Nell'avvio a questo caso si e posto+20 e C =0, si poteva porre A = 0 e , applicando
lo stesso procedimento si arrivava alla seguemelesione x = a¥. Ancora I'equazione di una
parabola simmetrica della prima rispetto alla Iiget del primo e terzo quadrante del sistema xOy.

Sintesi

Le equazioni trovate risultano le equazioni di cbei canoniche isometriche alle coniche definite
da quella generale.

Esercizi guidati:

1) Data l'equazione della conica4x? —4xy + y? — 20x — 40y = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, e canonica, punti e rette notevoli,
infine tracciare il relativo grafico.

Risoluzione:

Per determinare il tipo calcoliamo il discriminardel trinomio di secondo grado presente
nell’equazione della conical = 16 — 16 = 0. Si tratta di una parabola.

Per stabilire se sia degenere , il polinomio dgli&zione della conica deve essere decomponi-
bile in fattori polinomiali di primo grado: cerclme una possibile decomposizione

4x% — 4xy + y? — 20x — 40y = (2x —y)? — 20(x + 2y)

I due monomi non presentano fattori comuni quininpossibile scomporre in fattori.
Pertanto si tratta di una parabola non degenetiez il polinomio presente nell’equazione
non e decomponibile in fattori di primo grado e la parabola non e riducibile a rette
parallele.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto e diverso da zero, la parabola e
ruotata; poiché il termine noto dell’equazione & zero, la parabola passa per l'origine del
sistema di riferimento.

Relativamente al tipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data € I'’equazione di una
parabola non degenere, ruotata e passante per l'origine del sistema cartesiano

Ricerca dell’equazione canonica.

Poiché la parabola e ruotata, applichiamo una trasformazione rotazionale in modo da
eliminare il termine misto: -4xy. Sia

x' = Xcosa — Ysena

_ {y’ = Xsena + Ycosa

P=1x = Xcosa+ Ysena
”y - —Xsena + Ycosa
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Le equazioni della trasformazione e applichiamdéersostra conica.
4(Xcosa + Ysena)? — 4(Xcosa + Ysena)(—Xsena + Ycosa) + (—Xsena + Ycosa)? +
—20(Xcosa + Ysena) — 40(—Xsena + Ycosa) = 0

Dopo sviluppato i quadrati e moltiplicato i binonmpongo che la somma dei monomi contenenti
il fattore misto xy sia uguale a zero:
8XYcosasena -4XYcos2a+4XYsen2a — 2XYsenacosa =0

Sommando i monomi simili e dividendo per XY, si ottiene
6cosasena - 4(cos2a - senZa)=0

Applicando le formule goniometriche di duplicazione, si ha
3sen2a - 4cos2a =10

senza

Dividendo per cos2a # 0, si ha 3 —4=0;dacui 3tang2a-4=0: tangZa =§

Ricordando le formule di di trasformazione goniometriche, si ha

1 1 3
Cos2a = T = = E
J1+tang?a J1+%

Ricordando le formule goniometriche di bisezione, si ha

3 3
1-cos2a 1-- 1 1+cos2a 1+2
Sena= = |[—2=—= ; cosq= |[—=_|—=—
2 2 5 2 2

Sostituendo detti valori nel sistema rotazionale, si ha

S S
x—\/g(ZX Y)

y' =%(X+2Y)

x - T(2X+Y)

\/_( —X +2Y)
4[%(2)( +Y) ]2 —4 [J—lg 2X + )| [%(—X +20)| + [%(—X + zy)]2 +
—20 [i (2X + Y)] Lx+ 2Y)] =0

N _40[\/3

Operando ed eliminando i monomi misti si ha:

165"2+4L+Si—gi+ +——8\/§x—4\/§y+8\/§x—16\/§y=0
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5x2 —20V5y = 0

S . 5,
Da cui quua2|one canonlcay = %X .

Ricerca asse

L’asse relativo alla forma canonica &€ x =0 ,limapdo a questa equazione la trasformazione

jx’ = 1%(2)(“/)
. ¥ =T(—X+2Y)
x o T(ZX Y)
\/_(X+2Y)

Otteniamo I'asse della conica data
1
=@X-Y)=0 > 2X-Y=0
Ricerca Vertice

Il vertice della forma canonicae V= 0(0;0 ), applicando a questo punto la trasformazione
p~1,siha V(0;0) ancora coincidente con I'origine.

Ricerca fuoco.

11 fuoco della forma canonica & F(0 ; v/5), applicando a questo punto la trasformazione
p~1,siha F(1;2)

Ricerca direttrice

La direttrice relativa alla forma canonica é d=y = —/5, applicando a questa equazione la
trasformazione™!,siha d = %(X +2Y)=—/5 > X+2Y+5=0

Grafico della conica data
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2) Data l'equazione della conicax? — 8xy + 7y% + 4x + 2y — 4 = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, em@éazanonica, punti e rette notevoli,
infine tracciare il relativo grafico.

Risoluzione

Per stabilire ikipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente
nell'equazione: A = 64 — 28 = 36. Poich& > 0, la conica é un’iperbole. Per stabilire se la
conica € o non e degenere , calcoliamo le soluzietliequazione di secondo grado rispetto
alla variabile y e poi decomponiamo il polinomidladorma a(y — y)(y — y») :
4x—14+./16x2—7(x2+4x—4) 4x—1++9x2—28x +28

YVi2 = 7 = 7

Le soluzioni sono ancora polinomi in x di secondadg irrazionali e pertanto il I'equazione
della conica non & decomponibile in fattori polinalindi primo grado. Pertantéiperbole non

e degenere.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto € diverso da zero , I'iperbole &
ruotata; poiché i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero , l'iperbole e traslata; poiché il termine noto dell’equazione e diverso da
zero, 'iperbole non passa per I'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al tipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data € I'’equazione di una
iperbole non degenere, ruotata, traslata e non passante per 'origine del sistema carte-

siano.

NB Si e detto che questa iperbole e ruotata e traslata: cioe il grafico che andremo a
tracciare, rispetto al grafico della forma canonica isometrica ad essa, presenta gli assi
ruotati rispetto agli assi cartesiani e che il suo centro non coincide con il centro del
sistema di riferimento

Ricerca dell’'equazione canonica.

Poiché l'iperbole e ruotata, applichiamo una trasformazione rotazionale in modo da
eliminare il termine misto: -8xy. Sia
x' = Xcosa — Ysena
_ {y’ = Xsena + Ycosa
P=Nx > Xcosa + Ysena
”y - —Xsena + Ycosa

Le equazioni della trasformazione e applichiamdéersostra conica.
(Xcosa + Ysena)? — 8(Xcosa + Ysena)(—Xsena + Ycosa) + 7(—Xsena + Ycosa)? +
+4(Xcosa + Ysena) + 2(—Xsena + Ycosa) —4 =0

Dopo sviluppato i quadrati e moltiplicato i binonmpongo che la somma dei monomi contenenti
il fattore misto xy sia uguale a zero:

2XYcosusena -8XYcosZa+8XYsenZa - 14XYsenacosa =0
Sommando i monomi simili e dividendo per XY, si ottiene

-12cosasena - 8(cos2a - senZa)=0
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Applicando le formule goniometriche di duplicazione, si ha
-6sen2a - 8cos2a =10

X2 _8=0;dacui 3tang2a+4=0: tang2a =-

w A

Dividendo per cos2a # 0,siha —6

cos2a
Ricordando le formule di di trasformazione goniometriche, si ha

1 1 3
Cos2a = T = = E
J1+tang?a J1+%

Ricordando le formule goniometriche di bisezione, si ha

3 3
Sena= 1-cos2a /1—§ 1 . cosq = 1+cos2a /1"'; 2
- 2 N2 5 ’ N 2 N2 5

Sostituendo detti valori nel sistema rotazionale, si ha

, 1
X ——\/§(2X+Y)
I
Y —_\/g( X +2Y)

=L oy
X'==@X-"

1
Y =—X+2Y
NAUEE
Sostituendo nell’equazione, si ha

1 8 7
§(2X—Y)2 —§(2X—Y)(X+2Y) +§(X+2Y)2 +

4 2
+ﬁ(2X—Y)+E(X+2Y)—4=O

Sviluppando ed eliminando i termini misti si ha

4X% + Y% — 16X2 + 16Y2 + 7X2 4 28Y2 4 8V5X — 4V5Y + 2V5X + 4V5Y —20 =0
Sommando i monomi simili, si ottiene 'iperbole natata

—5X2 4+ 45Y2 + 10V5X —20=0
Dividendo per - 5 si ha

X?—9Y2—-2V5X+4=0
Il centro di questa iperbole traslata & (& ;0) , applico una traslazione di vettore
(V5 ;0) ”X ;’X+Y‘/§ . (X +VE) —v2—2VE(X +V5)+4=0
ﬁ

Sviluppando e sommando i monomi simili si H& — 9Y?2 —1=0
Da cui 'equazione canonica in forma normale imfar

X2 y?
—_——=1
1 1
9
) . 1 L V10
Semiasse trasverso a=1 , semiasse secoriniargo, semidistanza focale ol

TR 10
eccentricita e g
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Ricerca assi

Le equazioni degli assi dell'iperbole nédama canonica sono: x = 0 e y =applicando ad
esse la trasformazione roto-traslatoria:

x’=%§(zx—y)+\/§
y’=%§(x+zy)
x - %(2X+Y)—\/§

—
1l

1
y —>\/—§(—X+2Y)

si haanno gli assi cella conica data:
2x+y—-5=0 ; x—2y=0
Ricerca del centro
Le coordinate del centro della conica data sone dal'intersezione degli assi:
2x+y—-5=0 y=1 _
{x—2y=0 5 {x=2 c(2;1)

Ricerca fuochi

. ,: . “ 10, . . ,
La distanza focale dell'iperbole in forma canorgcac :g; | fuochi appartengono all'asse

trasverso: x - 2y =0 e pertanto le loro coordéreino F( 2 ; «), applicando la distanza CIJ—;:O,
Y10
3

calcoliamoa : \/(2 —20)?’+(1—-a)?= @ , risolvendo si hannax =1 +
| fuochi hanno coordinatef; = ( _Zsﬂ ;1 —@) , B=(@2 +sz 1 +@)

Ricerca asintoti

Gli asintoti della forma canonica sono x - 3y ®0 x + 3y =0, applicando ad esse la
trasformazione roto-traslatoria T, si hanno le equa
XxX-y-1=0 e x-7y+5=0

Ricerca vertici

Le coordinate dei vertici sono dati dall'intersemadell'iperbole data con I'asse trasverso:
{ x—2y=0 3
x2—8xy+7y*+4x+2y—4=0

x1:2_¥ X1:2+%§
s J
y1=1-— yi=1++
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3) Data I'equazione della conicdx? — 2xy + 7y? + 34x + 2y + 31 = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, @mgazanonica, punti e rette notevoli,
infine tracciare il relativo grafico.

Risoluzione

Per stabilire ikipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente
nell’equazione: A = 4 — 196 = - 192. Poich®& < 0, la conica € un’ellisse. Per stabilire se la
conica € o non e degenere , cerchiamo di decomperre possibile il polinomio a primo
membro: la scomposizione di tale polinomio puo essdfettuata o associando a due a due i
monomi o0 a tre a tre. Qualunque tentativo si affetbn si arriva a capo di nulla. Pertanto il
polinomio non € decomponibile in fattori polinomidl primo grado e quindi la conica non e
degenere.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto e diverso da zero , l'ellisse e
ruotata; poiché i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero, I'ellisse e traslata; poiché il termine noto dell’equazione é diverso da zero,
I'ellisse non passa per I'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al #ipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data € I'’equazione di una
ellisse non degenere, ruotata, traslata e non passante per I'origine del sistema cartesiano.

Ricerca dell'equazione canonica.

Poiché l'ellisse & ruotata, applichiamo una trasformazione rotazionale in modo da
eliminare il termine misto: -2xy. Sia
x' = Xcosa — Ysena
_ {y’ = Xsena + Ycosa
P=Nx > Xcosa + Ysena
”y - —Xsena + Ycosa

Le equazioni della trasformazione e applichiamdéersostra conica.
7(Xcosa + Ysena)? — 2(Xcosa + Ysena)(—Xsena + Ycosa) + 7(—Xsena + Ycosa)? +
+34(Xcosa + Ysena) + 2(—Xsena + Ycosa) + 31 =0
Dopo sviluppato i quadrati e moltiplicato i binonmpongo che la somma dei monomi contenenti
il fattore misto xy sia uguale a zero:
14XYcosusena -2XYcos2a+2XYsen2a — 14XYsenacosa =0

Sommando i monomi simili e dividendo per XY, si ottiene

- 2(cos?a - sen?a)=0
Applicando le formule goniometriche di duplicazione, si ha

-2cos2a=0

. . T . Vs
Risolvendo,siha 2a = 2 ,dacui a= "
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i vz T V2

Sena = sen —= — ; cCoOSsXx =CcoS —=—
4 2 4 2

Sostituendo detti valori nel sistema rotazionale, tenendo presente che la rotazione avviene in
senso inverso,si ha

X'=g(x+y)

~ Y’=@(—X+Y)
T X—»@(X—Y)
Yﬁg(X+Y)

Sostituendo nell’equazione, si ha

7 , 2 7 ,
E(X_Y) —E(X—Y)(X+Y)+E(X+Y) +

+ﬁ(X—Y)+i(X+Y)+31—0
V2 V2 -

Sviluppando ed eliminando i termini misti si ha

7X? +7Y? — 2X% + 2Y% + 7X? + 7Y? + 34V2X — 34V2Y + 22X + 2V2Y + 62 =0
Sommando i monomi simili, si ottiene 'iperbole naotata

12X% + 16Y2 +36V2X —32V2y + 62 =0

Il centro di questa ellisse traslata é(—(%\/z_;\/i) , applico una traslazione di vettore
3

R X - X—=-V2
(VT D) ! ‘ IR

Y Y ++2

2

12 (X = 2V2) +16(Y +v2)? + 342 (X —2v2) - 32V2(Y +V2) + 62 =0

Sviluppando e sommando i monomi simili si H2X? + 16Y?2 — 24 =0
Da cui I'equazione canonica in forma normale imfar

X2 Y2
2tz !
2

. . . . 6 . . 2
Semiasse maggiore av2 , semiasse minore b% , semidistanza focale c\/z—; ,
TR 1
eccentricita e =
Ricerca assi

Le equazioni degli assi dell’ellisse netbarha canonica sono: x = 0 e y =applicando ad
esse la trasformazione roto-traslatoria:

x! =§(X—y)— S

y' =\/75(X+Y) —é

-
1]

x - \/TE(X+Y)+§\/§
y - %(—xw)-ﬁ
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si hanno gli assi della conica data:
asse maggiore x—y+2=0
asse minore x+y+3=0

Ricerca del centro
Le coordinate del centro della conica data sone dal'intersezione degli assi:

x+y+3=0 y=1 5. 1

{x—y+2=0 - {x=2 C(_E’ E)
Ricerca fuochi

. . . . : : _ el Nel .

Le coordinate dei fuochi dell’ellisse in forma caiea sono: E(—; :0)e F2(7 ; 0), applicando
la trasformazione roto-traslatoria T si h&;(-3;-1) e kB (-2;0).

Ricerca vertici

Le coordinate dei vertici sono dati dall'intersemadell’ellisse data con I'asse maggiore:

7 3
x—y+2=0 X1 =73 X ==
{7x2—2x + 7y +34x+2y+31=0 3 1
y y y Y1=_E 3’125
—(_7._3 (3.1
Al_(_E’ 2) : AZ_( 2’+2)
e con l'asse minore:
5+3 V3-5
{ x—y+2=0 X1 =75 X1 =
- -
7x? —2xy +7y*+34x+2y+31=0 _V3-1 3+l
1= yi=775
_ 5+vV3  V3-1 _(V3-5 3-1
Bl_(_z ’ 2) : I'32_(2 ’2)
Grafico:
v
\\ Plz//
N, 4
> >
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! Appendice

Uso di cambio di variabile in Algebra prima dell\zanto della Geometria Analitica:

Nel XVI secolo Tartaglia, Cardano, Ruffini, Scip® del Ferro,Viete nella risoluzione di
un’equazione completa di terzo grado e di quartmlgrusavano una particolare strategia quella di
ridurre ad una forma piu semplice, mediante unksandi variabile, e risolvevano I'equazione
trasformata per poi ritornare a calcolare il valdedl'incognita con un procedimento a ritroso.

Infatti data I'equazione completa di terzo gradd abx¢ + cx + d = 0, Cardano pone x = g% e

sostituisce nell’equazione : a(y% )3 + b(y - 3 )2 + c(y - 3 ) + d = 0. Da questa operando

H 3 _ 2 b_z _ _ 7 - —
algebricamente ay> — by~ + 2 27a2 + by? y + 2 v, + cy + d=0

ay3+<c—b—2>y+<2b3 —Q+d>=0
3a 27a%* 3a

.. (¢ b? 2b®  cb d\
y +<a‘ﬁ>y+(27as‘ﬁ+a>—°

——+ P Cardano ottiene I'equazione trasformata:

eponendo r ———= e Q=
y+py=q.

Successivamente pone y=u-Vv con ugv e sostituisce nell’equazione :
(u-vy+p(u-v)=q

Da questa operando algebricamenté:- 3ufv + 3uv - vV + pu - pv=q, e sostituendo u-\g:,
ottiene d- pu+ pv -V + pu - pv = g. Eliminando i monomi simili ed opfipsttiene

u® —V* = q. Cardano ricava il valore di v da u-\g-:I cioe v :% e lo sostituisce nell’ultima

P3
27u3

equazione , ottenendou3 — = q , da cui operando algebricamente ricava

3

p
W—qi——=20
27
. BN . . . . qi«IqZ'l'g q q 2 D 3
Questa equazione e un’equazione trinomia e lavesof = — =5z (E) + (g)
. . _q+1’q2+ q
e per simmetriav® = = —% . Quindi tralascia il valore negativo dei

2

3

valori di & e V? e ottiene la soluzione di y 3:\/%+ (% (3)3 - 3\/—3+ (3)2 + (3)3 ed

infine trova

3 2 3 3 2 3
b
La soluzione generale x = 1 + \/(2) + (B) S + \/(2) + (E) - =
2 2 3 2 2 3 3a
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Questa strategia nel tempo si dimostro fruttuosm [avvento della Geometria Analitica questo
cambio di variabili assunse un significato grafgemmetrico interessante: equazioni espresse in
forma diversa ma sempre dello stesso grado soggateterminati cambi di variabili e ridotte a
forma piu semplice, definivano la stessa curve llocata in modo diverso sul piano di
tracciamento. Nasceva cosi il capitolo delle “ Toamazioni del piano in sé “ in geometria anali-
tica, che sfruttavano dapprima i movimenti rigidl goiano studiate in geometria elementare e
successivamente con lo studio delle proprieta digjlee, che soggette a trasformazioni restavano
invariate, si amplio lo studio delle trasformazidmo ad includere l'inversione circolare e la
proiettivita: anzi con l'avvento delle geometrienreuclidee e successivamente di altri tipi di
geometria: Kleine per fare ordine sfruttdo le pretai invarianti e la teoria dei gruppi delle
trasformazioni per definire le geometrie: per easgéometria euclidea € caratterizzata dal gruppo
delle trasformazioni isometriche e simili. Pertadadla trasformazione analitica che consisteva nel
far dipendere alcune variabili da altre, si € ptageageometria alla corrispondenza biunivoca fra
punti di piani diversi o dello stesso piano: ancalgebra e geometria mediante un sistema di
coordinate si interscambiano il ruolo dello studi@urve..
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Elementi caratteristici di una conica

In questo capitolo tratteremo come determinareo@rdinate dei punti notevoli di una conica:
centro, vertici, fuochi; le equazioni di rette naik: assi, asintoti, diametri, rette tangenti
Divideremo questo capitolo in due parti una rekatav metodi di geometria proiettiva e l'altra a
metodi matriciali

1 Elementi di geometria proiettiva

Prima di accingerci a tale indagine introdurremzuai elementi caratteristici della trasformazione
proiettiva: cioé le coordinate omogenee del piaampliato ) per includere i punti all'infinito, i
che la parabola e l'iperbole sono curve aperténébfe che I'asse della prima conica e gli asintot
per la seconda presentano direzioni determinate.

Punti impropri e rette improprie:

Elementi impropri:Due rette ( distinte ) di un piano o sono incidémtun punto o sono parallele:
cioé hanno la stessa direzione. Questo puo coscensi:

“ due rette (distinte) di un piano hanno in comwrepunto oppure hanno in comune la direzione”
Nello spazio si presenta una circostanza analoga:
“ Due piani ( distinti ) hanno in comune una retippure hanno in comune una giacitura “

Nella prima affermazione si passa da una alteraaiValtra con la sostituzione giunto con
direzione nella seconda con la sostituziogieretta con giacitura. Questa circostanza ha indotto i
matematici a chiamare la direzione ancora puni® @dcitura ancora retta, ma per distinguere il
significato di questa nuova accezione hanno aggiliaggettivo improprio. Pertanto un punto ed
una retta con significato tradizionale della georaetlementare sono chiamati punto proprio e retta
propria, mentre direzione e giacitura sono chianr&pettivamente punto improprio e retta
impropria.

Retta ampliata

Def. 1) Si dice retta ampliata ogni retta proaasiderata come insieme dei suoi punti proprile de
Suo punto improprio.

Il punto improprio o direzione di una retta propsiaé soliti chiamargunto all'infinito. Partendo
dalla geometria elementare la retta propria € itafiad illimitata, questo ci permette di affermare
che la retta propria € aperta, mentre la retta iamapincludendo il punto improprio € chiusa.
Quest'ultimo concetto ha indotto i matematici irogeetria proiettiva a considerare la retta ampliata

come una circonferenza a raggio infinito o unadiaecurvatura costante pari a zero.
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Piano ampliato

Def. 2) Si dice piano ampliato ogni piano (propronsiderato come insieme dei suoi punti propri
ed impropri e come insieme delle sue rette prapdella sua retta impropria

La retta impropria o giacitura di un piano propsioe soliti chiamareetta all'infinito. Tale retta
impropria e costituita da tutti i punti improprilggano.

Nel piano ampliato tutte le rette sono incidentiua a due: nel caso che il punto & improprio leret
sono parallele, nel caso che il punto & proprialde rette sono incidenti nell'asserzione della
geometria elementare. Cosi pure due punti individuana retta: se i due punti sono impropri la
retta e la retta impropria, se uno € proprio drbaé improprio la retta € una retta avente una dat

direzione e passante per il punto proprio, se iplugi sono propri la retta € una retta propria.
Coordinate omogenee sul piano

Fissato in un piano un riferimento cartesiano x8ydicono coordinate cartesiane omogenee 0

semplicemente coordinate omogenee di un punto Ptegra di numeri reali (x; X2 ; X3) tali che
_X1 _ X2
1) X=— ’ y -
X3 X3
siano le coordinate cartesiane di P.

Se la coordinata omogenega x 0 , allora il punto P & improprio; in questo @as ed % sono i
parametri direttori della retta passante per putito improprio viene indicato ca®, (X1 ; X2 ; 0)

oppure, posto m % , Po (1;m;0).
1

Se la coordinata omogenea 0 , allora il punto é proprio.

Viceversa

Fissato nel piano un riferimento cartesiano xOycoasiderato I'insieme delle terne ordinate di

numeri reali ( X ; X2; X3) con esclusione dellaterna (0;0;0),

- unaterna conzxx# O e tutte le terne equivalentix(; ; px,; px3) conp # 0 sono le coordinate
omogenee di un punto proprio, avente per coordioateesiane (x , y) numeri definiti dalla
relazione 1).

- Una terna con x= 0 e tutte le terne equivalentix; ; px,;0) conp # 0 sono le coordinate
del punto improprio di parametri direttopix; ; px.

Equazione di una retta in coordinate omogenee:
ax; +bx +cx= 0

a cui corrisponde in coordinate cartesiane :
ax+by+c=0

L’equazione della retta impropria é3 x 0.

Equazione di una conica generale in coordinate ceneg:
2) Ax?+ Bxyx, + Cx% + Dx;x3 + Exyx3 + Fx5 =0
Forma bilineare associata ad una conica

Data I'equazione 2) di una conica associamo a dudi pP’ (x]; x5; x5 ) e P (x1; x5 ; x5 ) il
numero reale dato
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@ (P',P") = Axix; + 5 (%12 + xhx1) + Cxhxy + E(x{x3 + xhxy) + E(x§x3 + x5;)

+ Fx}x,

Def. 3) La corrispondenza fra la coppia ( P* , P& @ (P',P"): cioé ¢ : (P';P") —
@(P'; P"), € dettdforma bilineare associata all'equazione 2) dellantza.

Tale forma bilineare gode delle seguenti proprieta:
-) La forma bilinearg & simmetrica rispetto ai due pun:( P',P") =¢ (P’,P").
-) Un punto P appartiene alla conica se e sola $orma bilineare e zerg:(P,P) =0

Def. 4) Dato un P’ del piano , il luogo dei puRti tali chep (P’,P) = 0 €& una retta, dettatta
polare di P’
Ax1xq +§ (x1%3 + x3%1) + Cxpx, + %(x{xg, + x3x1) +g(x§x3 + x3%;) + Fx3x3=0

2 Elementi caratteristici di una conica.

Nel capitolo secondo nelle sintesi alle varie chaicanoniche abbiamo trovato i punti e le rette
notevoli con relative coordinate ed equazioni; wogliamo determinare i punti notevoli e le rette

notevoli relative alla conica generale. In quesiatesto le coordinate omogenee ci aiuteranno ha
ridurre la complessita dei calcoli. Diamo tre didioni e le relazioni che da esse si deducono che

Ci serviranno :

Def. 5) Si chiama diametro di una conica la rptikare di un punto improprio ( polo ) rispetto alla
conica stessa.

Tutti i diametri di una conica a centro passanodddo centro, per la parabola i diametri sono
paralleli all’asse della parabola.

Def. 6) Due diametri si diconooniugati rispetto ad una conica, quando uno passa perial po
dell’altro.

Il diametro coniugato ad un punto improprio, digiimla una direzione asintotica, € il luogo dei
punti medi delle corde appartenenti al fascio tterandividuate dal punto improprio.

Def. 7 ) Due diametri si dicono ortogonali quanbooefficiente angolare dell’'uno € l'inverso e
I'opposto del coefficiente angolare dell’altro

Da queste definizione e possibile determinare Betune di un diametro e le condizioni che ci
permettono di affermare quando due diametri somiugati 0 sono ortogonali.
Sia data intanto I'equazione generale della comc@ordinate omogenee:
Ax? + Bxyx, + Cx5 + Dxyx3 + Ex,x3+ Fx3 =0
SiaP (1, m, 0) un punto improprio, la polarelelito punto rispetto alla conica e :
Axq +§(mx1 + 1x;) + Cmx, +§(0x1 + 1x3) +§(0x2 + mx3;) + FOx; =0
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Da cui I'equazione del diametro di polo P

Axq +§mx1 + gxz + Cmx, +§x3 + gmxg, =0
Se P (1, m, 0) e la direzione del diametro ingato della direzione di P, allora P’ deve
appartenere alla polare di P: cioé
A l+Zm-1+2m +Cm-m'+2-0+-m-0=0

Da cui la relazione che deve essere soddisfatth@e due diametri di polo P e P’ siano coniugati
Cmm’+§(m+m’)+ A=0

Sem’ = — allora i due diametri risultano coniugati ed ortogli: la relazione diventa:
1 B 1
Cm(——) +—<m——)+ A=0
m 2 m

B B
§m2+(A—C)m—§=O
Considerando l'ultima relazione come un’equazionesecondo grado nella variabile m, le

soluzioni determinano due direzioni coniugate édgmnali rispetto alla conica generale..

Da cui operando si ha

- Ellisse ed iperbole.

Ricerca coordinate del centro:

Considerato che tutti i diametri di una conicaeatro passano per il centro, scegliamo due
direzioni particolariP,,(1;1;0) eP,,(1,2,0) e determiniamo le loro polari rispetto alla conica
generale :

di (Py) = Axgt g(xl +X%) +Cxo + g X3 +§ x3 = 0 , ridotta in forma cartesiana normale si ha:
_ B B D, E __

oy = (A+;)a;+ (E+C)y+5+D5— OE

d2(Py) = Axy+ ;(le + X)) + C2% + SX3t> 2x3 =0 , ridotta in forma cartesiana normale si ha

o= (A+B)x+ (S+20)y+2+ E=0

Il centro e dato dall'intersezione dei due diametri

<A+B) +(B+C) DL E
2)* T \2 YyroT o=

B D
(A+B)x+ <E+2C>y+5+ E=0
Risolvendo il sistema lineare col metodo di Crasidra:

_B-E-2CD __ DB-2AE
- 4AC-B? T sac-B?

_ B-E-2CD

Pertanto le coordinate del centro soo  44C—B°

_ DB-2AE

Ye = 4ac—p

Vogliamo verificare tale risultato applicando leagformazioni e precisamente quella piu
generale: cioe I'affinita che trasforma ellisskifissi ed iperboli in iperboli:
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2 2
Le equazioni canoniche dell’ellisse e delliipele sono date dé; + 2’—2 = 1, applicando la
trasformazione affine:

{x’ =ax+by+p
y'=¢x+dy+q
1 - —

x—3[dx—by-(dp-bq)]

con A=ad—bc+0
T, -
y-3l-cx+ay+(cp-aq)]
A e dettorapporto di affinita

L’equazione canonica si trasforma in

Ax?+ Bxy + CY¥ + Dx + Ey + F = 0.

con A= (+a?c? +b%d?*) ; B=-2(b?db+a%ac) ;
O(a%a? +b*p?) ; D=-2[b%d(dp — bq) + a*c(cp —aq)] ;
E2§b2b(dp — bq) + a*a(ep — ag)| ; F = —a?b?(ad — be)’
Il centro sia dell’ellisse che dell'iperbole rélamente all’equazione canonica € O ( 0 ; 0),

applicando la trasformazione affine per i puntittasformato diO € C# ; q ).

. B-E-2CD D'B-2 A'E

Se nelle coordinate x=——— e y=———
_ 7 4A-C-B? 4 A-C— B2

valori della trasformazione si ha

andiamo a sostituire alle lettere i

X _ —2(b%db+a?ac)- 2[b?b(dp-bg)+a?a(cp—aq)|-2(+a%a?+b%b?)-(-2[b2d(dp-bg)+a?c(cp—agq)|)
¢ 4(ia262+b2&2)-(ia262+b252)—(—2(b2c_iﬁiazdc‘))2

_—4b*b?d?’p+4b*b3dgTF4b?a’bcdpt4ab?a’a’bdgF4a’b?abcdptia’b?ab?cqtaa*a’c?p+aa*aicq
4a*a2¢24+4a?b2b2c2+4a2b2a2d2+4b*b2d%—4b*b2d2F8a2b2abcd—4a*azc?

[ t4a?b?a’d?pF4a’b’a’bdq+4a*a’c?p—aa*a’cq+4b*b?d*p—4b*b3dp+aa’b®b?c?pF4a’b?abicq _
4a*a2¢?2+4a2b?b2¢2+4a?b2a?d?+4b*b2d2—-4b*b2d2F8a?b2abcd—4a*a?c? -

_ +4a?b?b?c?*pF8a’b?abcdp+4a®b?a’d?p _ 4a’b?p(b?¢c?-2abéd+a?d?) _
+4a2b2b2¢2F8a2b2abcd+4a?b2a?d?  4a?b2(b2c2-2abcd+azd?) p

Yy _-2(b2dbta?ac){-2[p?a(ap-bg)ta?c(cp—aq)|}-2(xa?c?+b%d?)-2[b2b(Ap-bg)+ta’a(cp—ay)]
¢ 4(ia262+b2c_iz)-(iazc‘lz+b252)—(—2(b2&51a2d5))2
_4b*d3bp-4b*d?b?q+4a®b?bc?dpT 4a’b?abcdgtaa®b?acd?*pF4a’b?abcdg+aatacdp—aata’c?q
4a%a2¢2+4a2b2b2¢2+4a2b2a2d?+4b*b2d2—4b*b2d2F8a2b2abcd—4atazc?

+$4a2bc‘zBaﬁJ_r4a2b2c252q$4a4c‘3 ap+aa*c?a’q—4b*dbp+4b*b?d?*qF4a?b?acd?*p+4a®b?a’d?q
4a*a2c?+4a2b2b2¢é2+4a2b2a?d?+4b*b2d2-4b*b2d2F8a2b2abcd—4a*a?c?

+4a2b2b2c2¥8a2b2abcd+4a?b2azd? 4a2p2(b2c2-2abcd+a? B

_+4a®b?c?b?qF8a?b?abcdq+4a®b?a’d?q _ 4a*b?q(b?c?—2abcd+azd?)
= - =
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Le formule relative alle coordinate del centro,at®s col metodo dei diametri, & verificata dal
metodo della trasformazione affine.

Ricerca dell’equazione degli assi
Gli assi dell’ellisse e dell'iperbole sono delldteeortogonali, pertanto consideriamo due direzioni

ortogonali P,(1;m;0) e Py, (1 ;— % ;O) e consideriamo i diametri relativi a detti punspetto
alla conica generale: tali diametri risultano cgaiti ed ortogonali, pertanto verificano la relagon
B B
—m*+(A-Cm—-—-=0

2 2
Risolvendo I'equazione si ottengono due valori di m

(C-A) V(- 4)+B
e B

Le equazioni dei due assi sono:

_ (€c-4)—\/(C-A)?+B2
— Y= B (x - xc)

t]_:y

C—A)+,/(C—A)?2+B2
t:y—ye= " ; (x — xc)

infatti gli assi di una conica a centro sono duamditri coniugati ed ortogonali passanti per il
centro.
Potevamo trovare direttamente le equazione degjlisesmponendo in fattori il polinomio
A primo membro ed applicando I'annullamento deldmibo
B(x — xc)z - 2(A-0)(x - xc)(y - yc) - B(y - YC)Z =0

Vogliamo verificare tale risultato applicando lagformazioni e precisamente quella piu generale,
che conserva gli angoli: cioé la similitudine cresforma ellissi in ellissi ed iperboli in iperboli

2 2
L' equazione canonica dell'ellisse &; + > = 1, applicando la trasformazione simile:
x'=ax+by+p I
{y’:c_x+&;+§ ad —bc=4
= con JaZ+b%=c?+d> e k=/A
x—3[dx-by—(dp-bq)] I
ac+bd=0

y-gl-cx+ay+(@p-aq)]

L’equazione canonica si trasforma in
Ax?+ Bxy + Cy¥ + Dx + Ey + F = 0.

con A= (+a?c? +b%d?*) ; B=-2(b?db*a%ac) ;
O(a%a? +b*p?) ; D=-2[b%d(dp — bq) + a*c(cp — ag)] ;
E2§b2b(dp — bq) + a*a(ep — ag)| ; F = —a?b?(ad — be)’
Gli assi dell'ellisse relativamente all’equaziocagnonica sono x = 0 ed y = 0, applicando la
trasformazione simile :itrasformati di
x =0 risulta dx — by — (dp — bg) = 0.
y=0 risulta ¢cx—ay—(cp—ag) =0
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an

X —p)
(x —p)

dacui per x=0 sihaesplicitandy:— g =

|| o K
ISTR Y]

per y=0 siha esplicitando iy — g
Vogliamo verificare che

(C—4)—/(C—A)?+ B2
B

E che

(C-—A)+,(C—-A)?2?+B2 ¢
B T a
Andiamo sostituire alle lettere i valori, sottockendizioni della trasformazione simile:
ora le condizioni espresse nelle equazioni dedlsfdrmazione simile possono essere cosi espresse:
d=a ec= -b
pertanto A =¢%c? + b%d?) = (a®b? + b?a?)
B = =-2(b?db + a*ac) = = —2(b*ab — a*ab) = —2ab(b* — a?)
CH{a2a? + b?b?)

E quindi

c-A)—Jic—ar+8? _ [(@-b*)(a>-b?)-{(@?-b2)2(@-b2)*+4a?b%(a?~b%?| _ (a?-b2)-(a2+b?)_ —252 _
B - 2ab(a%-b2) B 2ab - " 2ab

-b_¢

T a a

(c-A)+ I(C_A)2+BZ _ [(6_12—52)((12—})2)4'\/((12—bz)z(62—52)24-4&252(612—[)2)2] _ (6—12_52)_‘_(&2“;2)_ 232 _
B - 2ab(a?—b?) - 2ab T T oab

_a_d

b b

Il caso dell'iperbole e analogo all’ellisse e pattala verifica viene tralasciata al lettore.
I metodo dei diametri coniugati ed ortogonali @t col metodo della trasformazione.
L’ortogonalita ci ha imposto di applicare la trasfi@zione simile

Coordinate dei verticeono le soluzioni del sistema

Ax*> +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

(C—A)+(C—A)?+B?
Ve = B (x—x.)

Per la ricerca dei fuochi e delle direttrici rekatiai fuochi si determina

a

1) Si calcola I'eccentricita e , dove a é il semiasse principale e b il semiasse

secondario
2) Un punto generico dell’asse principale o trasvelfsoe ; ()
3) Sicalcola la polare relativa ad F: detta diregttr

4) Si determina I'equazione dell' ellisse o dell’ ipele noto il fuoco, la direttrice e
I'eccentricita

5) Si effettua un’identita polinomiale fra I'equazedata dell’ellisse o della parabola e quella
trovata e si calcolane@ e gsi determinano le coordinate di F e 'equazionéaddirettrice
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a) Limitatamente all'iperbole andiamo alla ricercali@sintoti.

Per definizione di asintoto si ha la retta tangeitefinito I'iperbole & pertanto il punto di
tangenza e un punto all'infinito: cioe il punto ohtersezione dell'iperbole e la retta
all'infinito: espressa l'iperbole in coordinate ogemee tale punto & dato dalla soluzione del
sistema:
{Axf + Bx;x; + Cx5 + Dxix3 + Ex,x3+ Fx3 =0
x3=0
Risolvendo:
Ax? + Bxyx, + Cx2 =0
Posto m =2 siha: Cri+ Bm+A=0

X1

: —B+VB?-4A-C . . e . R
Da cui My =" - che risultano i coefficienti angolari degli asitte
pertanto , ritornando alle coordinate cartesiarrasi
, . .. . —B+VB2—-4A-C
L’ equazione degli asintoty — y.= ———— (x —x.)

Oppure potevamo trovare direttamemteguazione degli assi scomponendo in fattori il
polinomio a primo membro ed applicafidonullamento del prodotto

A(x_xc)z +Bx—x)y—y)+Cy -y =0

Parabola

In una parabola si chiamano diametri tutte le sett@rparallele all'asse di origine un punto
della parabola e concorde con I'asse, si dimosteai ounti medi delle corde di direzione
assegnata appartengono al diametro la cui direzoconiugata alla direzione delle corde;
inoltre la retta passante per il punto origine @lametri avente la direzione delle corde € la
retta tangente alla parabola in quel punto. L'ag&sig diametro relativo alla direzione
ortogonale alla direzione del punto improprio delaiabola
L’equazione generale della parabola in coordinategenee é

Ax? + Bxyx, + Cx2 + Dxyx3+ Exyxs + Fx2 =0
con B—-4AC=0
Come l'iperbole la parabola e aperta al finito, gjoedetermina che la parabola interseca la
retta impropria in un punto che é dato dalla soloeidel sistema:

Ax? + Bx;x, + Cx5 + Dxyx3 + Ex,x5+ Fx3 =0

{ x3=0
Posto m =i—i siha: Crhi+Bm+A=0dacui m =25C , pertanto il punto improprio
della parabola éP,, (1 ; —% ;O) . Sia P, (1 ;%C ;0) il coniugato ortogonale di P, la retta
polare diP,, costituisce I'asse della parabola:

B B B D E B
Ax, +; (xz —le) - szz + ;(x3 + 0x4) +E(_Ex3 + Oxz) + FOx3=0

Da cui operando e riducendo a coordinattesiane si ha I'equazione dell’asse

2B(A+C)x+ (B> +4C*)y+BD +2CE=0
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Le coordinate del vertice sono le soluzioni dslesnha
{ Ax?> + Bxy + Cy*+Dx+Ey+F =0
2B(A+ C)x+ (B*+4C*)y+BD+2CE =0

Per determinare le coordinate del fuoco delaabola e I'equazione della direttrice, si
determina
1)Un punto generico dell’asse ke £ ): in coordinate parametriche €, posto
a = t,allora f = g(t), dove g(x) = 0 & 'equazione dell'asse, F ( {(t)9.
2) Si calcola la polare relativa ad F: delirettrice
3) Si determina I'equazione della parabatonl fuoco e la direttrice
4) Si effettua un’identita polinomiale fra I'equanie data della parabola e quella trovata
per definizione si determinano le coordinat& @iI'equazione della direttrice

3 Posizione reciproca di una retta o di un punto risptto ad una conica:

Da un punto di vista della geometria elementara daa retta ed una conica appartenenti allo stesso
piano, la retta puo essere secante se ha in coomml@ conica due punti distinti, tangente semha i
comune un solo punto od esterna se non ha alcuo puoomune; da un punto di vista analitico,
note le equazioni della retta e della conica, Isizoni di una retta rispetto ad una conica sono
determinate dalle soluzioni del sistema costitdat’equazione della conica e dall’equazione della
retta. Poiché tale sistema algebricamente é dinsiecgrado in due incognite, esso ammette due
coppie di soluzioni: ogni coppia individua un pundt piano

-) Se le due soluzioni sono reali e distinteretta € secante la conica

-) Se le due soluzioni sono reali e coinciddatretta e tangente

-) Se le due soluzioni non sono reali, la rétesterna.
Il problema relativo alla posizione di una rettspgtto ad una conica analiticamente consiste nel
risolvere il sistema

{Ax2 + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F=0
ax+by+c=0

Se il determinante del sistema maggiore di 0, allora la retta & secante
Se il determinante del sistema uguale a 0, allora la retta e tangente
Se il determinante del sistema& minore di 0, allora la retta & esterna.

Particolare attenzione viene riservata dai maternalia retta tangente in quanto trova numerose
applicazioni e da molte informazioni sullandamed#dle curve nel punto di tangenza.

Retta tangente ad una conica.

Una retta si dice tangente ad una curva in un smtopse in tale punto la retta e la curva hanno un
contatto doppio: cioe, data una curva ed un suxopB, la tangente alla curva in P € la posizione
limite, se esiste, della retta secante, passante pger un altro punto Q della curva, al tendeér@
aP.
Alla luce di quanto detto sopra possiamo afferniageguente teorema:
* Condizione necessaria e sufficiente perché utia e equazione y -,y= m (x —% ), passante per
il punto P (% ; Yp) , Sia tangente ad una conicai equazione
Ax?> + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F=0
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con Pe T e che il discriminante dell’equazione risolventsistema

{AXZ + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=0

Y=Y = m(X_Xp)

Sia uguale a zero.”
Operativamente andare alla ricerca della rettaetategsignifica trovare I'equazione risolvente il
sistema, essendo il sistema di secondo grado dieteazione risolvente e di secondo grado;
successivamente si determina il discriminante tiadequazione e lo si pone uguale a zero: tale
discriminante € a sua volta una equazione neliabiée m, cioéA = g(m)= am? + fm+y =0

dovendo le due soluzioni di g ( m ) coincideff — 4ay =0 e quindi m, = —%. Questo

garantisce che la retta— y, = —% (x -xp ) ha un contato doppio con la conica.

Vogliamo ora determinare il valore di m in funziothei coefficienti della conica e delle coordinate
del punto P e quindi trovare una formula che cinpdte di determinare immediatamente
'equazione della tangente.
Sia data I'equazione generale della conice? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0 e sia P (X; yp)
un suo punto; applicando il teorema di appartenenma punto ad una curva, si ha
Ax3 + Bxpyp, + Cyp +Dx, + Ey, + F=0
Si sottragga dall’equazione generale della conicalore testé trovato:
A(x? = x3) + B(xy = xpp) + C(y? = 3) + D(x —x,) + E(y —3p) = 0
Si aggiunga e sottragga una stessa quant(tﬁyin— xpyp) e si ottiene:
A(x® = x2) + B(xy + xy, — xy, —x,95) + C(y*> = ¥2) +D(x —x,) + E(y —y,) =0
Si scompongano in fattori i monomi di coefficieAtiB ,C:
A(x +xp)(x = xp) + B[x(y = %) + ¥p(x — %) + C(v + 3) (v — 7) +D(x — xp) +
+E(y—y,) =0
Si consideri il fascio di rette passante per f ~ y, = m(x-xp), € si va a sostituire nella
precedente fattorizzazione al fattore y, yattore m (x — %) e si ottiene:
A(x + xp)(x - xp) + B[mx(x —Xp) + yp(x - xp)] + Cm(x — xp)(y + yp) +D(x - xp) +
+ Em(x —x,) =0
Si semplifichi per x —xI'equazione testé trovata e si ottiene
A(x + xp) + B[mx + yp] + Cm(y + yp) +D+ Em=0
Si imponga il passaggio per P :
A(xp + xp) + B[mxp + yp] + Cm(yp + yp) +D+ Em=0
Si somma e si ottiene
2AX, + mBx, + By, +2mCy+ D+ mE =0
Siricavi il valore di m:
_ 2Axp+Byp+ D
~ Bxp+2Cyp+E
Pertanto I'equazione della retta tangente in P €;
_ 28xp+By,+ D
Y= " Bx,+2Cy,+ E
Facendo il minimo comune multiplo e portando tatorimo membro, si ha

(X -X%p)

(Bx, +2Cy, + E)(y — yp) + (2Ax, + By, + D) (x-x,) = 0

Moltiplicando ed ordinando, si ha
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24xx, + B(xpy + ypx) + 2Cyy, + D(x-x,) + E(y — yp) — 2Bx,y, — 2Ax3 — 2Cy2 = 0

Dividendo per 2, si ha

B D E
Axx, + E(xpy + ypx) + Cyy, +E(X—Xp) + E(y — yp) — (Bxpyp + Ax5 +Cyg) =0

Considerato che, imponendo il passaggio della egoec P, si ha

Ax3 + Bxpyp, + Cyp +Dx, + Ey, + F=0
Da cui
Ax3 + Bxpyp + Cyp = —(Dx, + Ey, + F)

Sostituendo
B D E
Axxp +§(xpy +ypx) + nyp +E(X—Xp) +§(y — yp) + (Dxp + Ey, + F)=0

Sommando i monomi con coefficienti omonimi si ha

B D E
Axx, +E(xpy+ypx) + Cyy, +E(X+Xp) +§(y+ yp) +F=0

Che risulta I'equazione della retta tangente if&e formula & detta delledoppiamentoPertanto
note I'equazione della conica e le coordinate deitp di tangenza, basti sostituire nell’ultima
equazione trovata i coefficienti della conica ed®rdinate del punto per determinare direttamente
I'equazione della retta tangente alla conica netpeonsiderato.

Se consideriamo ora le coordinate omogenee debgitt? ; x ; x¥) ed andiamo a determinare

la retta polare rispetto alla conica espressa irordibate omogenee di P si ha
B D E
Axyxb + > (xPx; + xDxy) + Cxpx? + E(Xl"g +x0x3) + > (xox5 + x3%5) + Fxax§ = 0

Postox; = x3 =1 in quanto il punto P € un punto proprio e consitiela relazione che lega le
coordinate omogene a quelle cartesiane
-5 - X
x=ey=7
L’equazione della polare coincide con I'equazioe#adtangente nella forma deloloppiamento:

B D E
Axx, +E(xpy+ypx) + Cyy, +E(X+Xp) +§(y+ yp) +F=0

Posizione di un punto rispetto ad una conica:

Dato un punto ed una conica appartenenti allo Gteisso,

-) il punto € interno alla conica, se la rettagoeldi detto punto rispetto alla conica e esteliaa a
conica

-) il punto € sulla conica, se la retta polardetto punto rispetto alla conica é tangente ataaa

-) il punto & esterno alla conica, se la rettaapoldi detto punto rispetto alla conica & secamte |
conica

Se il punto € esterno da esso si possono traahigreette tangenti alla conica ed i punti di tazgen
coincidono coi punti di intersezione della coniaa da polare di detto punto rispetto alla conica
stessa.
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Se il punto é sulla conica, la retta tangenteal@ica per quel punto coincide con la retta poiele
punto

Se il punto € interno non € possibile tracciarenetali tangenti alla conica condotte per quek@un
pertanto il problema della posizione di un pungpeito alla conica si riconduce al problema della
posizione di una retta rispetto ad una conica.

Tuttavia esiste una strategia diretta che perngetséabilire se un punto € interno, sulla o estexto
una ellisse o ad una parabola, generalizzandonitetto di potenza di un punto rispetto ad una
circonferenza: concetto presente in geometria eltane come applicazione del teorema della
secante e della tangente:

“Se da un punto P, esterno ad una circonferenzapdociamo una qualunque secante ed
indichiamo con A e B i punti in cui taglia la cincferenza , diremo potenzil punto P rispetto

alla circonferenza data il prodotto costante [d®?) = PA PB e tale prodotto e costante per il
teorema della tangente e della secante
pot (P) = PAPB = PT?, dove PT &

la tangente condotta da P alla circonfe-
renza e PT= PG - OT?, dove PO e la
distanza del punto P dal centro O della
circonferenza ed OT ¢ il raggio della
circonferenza. Se la circonferenza é ri-
ferita ad un sistema di coordinate carte-
siane, la sua equazione é
X+y+ax+by+c=0eP (X V) e,
PO =(-3 F+(%-5)F e

OT?= %2 + b:z — ¢, andando a sostituire /
sihaPot (P)=x; +y5 +ax, + by, + ¢

Fig. 1
Cioe, la potenza di un punto rispetto ad una cier@mza si ottiene sostituendo la x e la y
dell’equazione della circonferenza con I'ascis$ardinata del punto dato.
La potenza di un punto e positiva , nulla o negasivseconda che il punto é esterno, sulla o interno
alla circonferenza.”

Caso dell’ellisse: ‘Ogni punto di un’ellisse esterno ad essa ha la sardelle misure delle sue
distanze dai fuochi maggiore della misura dell'assaggiore, invece ogni punto interno ha tale
somma minore della misura dell’asse maggiore”

Sia dato un sistema di assi cartesiani e siano
P(;¥)eh(-c;0)ek(c;0)il punto
esterno all’ellisse ed i fuochi dell’ellisse. Stan

2 2
PF_LI\/(xp+c) +y5 PEI\/(xp—c) + y?

e 2°. Le distanze di P da & da F; e la misura

dellasse maggiore dell’ellisse.

Sia R il punto di intersezione del segmentq €dh
I'ellisse. Poiché R € un punto dell’ellisse, viaae-
lazione \/(xg + )2 + y2 +/(xg + )2 + y2 =2a.

Si consideri il triangolo PRE-per la diseguaglianza
triangolare PF+ PR > RE se ai membri di questa

Fig. 2
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diseguaglianza sommo la stessa quantita , si ettien
una diseguaglianza dello stesso verso: RPPF2 + PR > R+ RF, da cui

PR + PR, >RR + RR,=2a e quindi \/(xp+c) +y§+J(xp+c) +y2 >2a
Analogo ragionamento per il punto interno,

solo CheJ(xp + c)z +y3 + \/(xp + c)z +y2 <2a

Risolvendo le diseguaglianze si ha
yp yP
—+ﬁ—1>0 —+ﬁ—1<0

AN

Applicando le trasformazioni e considerando che i
punti esterni si conservano esterni ed i puntrimte
restano interni, e considerato

Pot (P ) =Ax} + Bx,y, + Cyy + Dx, + Ey, + F Fig. 3

pertanto generalizzando possiamo affermare cheunto@ esterno, sulla o interno ad un’ellisse se
la sua potenza rispetto all’ellisse € positivaJaol negativa, senza far ricorso alla strategiahzhe
permesso di determinare la formula per determithawamero reale o potenza del punto.

Caso della parabola:

La parabola divide il piano in due regioni una @& ed una convessa. La regione concava e
costituita da punti esterni alla parabola, mentrellg convessa € costituita da punti interni:
guesto deriva dalla definizione di figure conveissgeometria elementare

“ Ogni punto di una parabola esterno ad essa ha kunai della sua distanza dal fuoco maggiore
della misura della distanza dalla direttrice, ineeogni punto interno ha tale misura minore della
misura della distanza dalla direttrice”

Sia dato un sistema di assi cartesiani e siano
PX;¥) . F(O0;c)e & y= —cilpunto
esterno alla parabola, il fuoco e la direttricdade

parabola. Siano RFE \/(yp —c) 4%

d(P,d)=|y+c]|
Sia R il punto di intersezione del segmento PF con
La parabola. Poiché R € un punto della parabola, va

La relazione/(yg — c)2 + x2 =| yr + C |

Siano PK il segmento di perpendicolare condott® ddla
direttrice e RS il segmento di perpendicolare cttodda --
R al segmento PK, sia RQ il segmento di perpenaiieol
condotto da R alla direttrice. | segmenti RQ e SKas
segmenti paralleli compresi fra segmenti paradejuindi
sono congruenti. Considero il triangolo PRS, rejtdm in S. Fig. 4

L’ipotenusa di questo € maggiore di ogni catetdodstesso e pertanto RP > PS. Se a questa
diseguaglianza sommo quantita congruenti ottengodiseguaglianza dello stesso verso:

RP+ RF > PS + RQ = PS + SK, da qui sommando sPka> PK : sostituendo i valori si ha

\/(yp—c)2+x§ >yt
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Analogo ragionamento nel caso il punto e interrmdo €he

PF<PK:\/(yp—c)2+x5<|y)+C|

Risolvendo le diseguaglianze sidng; —y, >0 e
axp —y, <0

Applicando le trasformazioni e considerando cheuntp
esterni si conservano esterni ed i punti interstango interni, -~
e considerato

Pot (P ) =Ax} + Bx,y, + Cy; + Dx, + Ey, + F

pertanto generalizzando possiamo affermare cheinto @ Fig. 5

esterno, sulla o interno ad una parabola se lgstenza rispetto alla parabola e positiva, nulla o
negativa, senza far ricorso alla strategia cheenm@sso di determinare la formula per determinare
il numero reale o potenza del punto.

Caso delliperbole:

“ Ogni punto di un’iperbole esterno ad essa ha lded#nza delle misure delle sue distanze dai
fuochi minore della misura dell’asse trasverso,eic® ogni punto interno ha tale differenza
maggiore della misura dell’asse trasverso”

Sia dato un sistema di assi cartesiani e siano
il punto P(% ; yp ) esterno all'iperbole edifc ; 0)
ek (c;0) ifuochidelliperbole. Siano , Y

PF'L:\/(’CID‘*'C)z‘*'yzg ’ PE:\/(’CP—C)Z‘FVI? ¥
le distanze di P da,fe da |z e 2ala misura
dellasse maggiore dell'iperbole. Se,PPF, si prenda & S NR

R il punto di intersezione del segmenta &N ¥ B - A
I'iperbole. Poiché R é un punto dell’iperbole,e/dd re- '
lazione y/(xg + )2 + y2 —\/(xg + )2 + y% =2a.
Consideriamo il triangolo RR, per la diseguaglianza
triangolare PFPR< KRR , sottraendo ad ambo i termini

una stessa quantita si ottiene una diseguagliaefia d

stesso verso: RF PR — RE< FR - RR, =2a dacui

PR- (PR +RE)=PR - PR <2a Fig. 6
Possiamo quindi scrivere:
PR -PR<2a

Che analiticamente possiamo scrivere, riferendontipad un sistema di riferimento cartesiano in
analogia con l'ellisse:

\/(xp+c)2+yg —\/(xp+c)2+y§ <2a

Risolvendo otteniamo
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x2 2

y

2 <t

Se il punto P e interno, tale differenza € maggibh2u.
Supponiamo che il punto P sia interno al- Y s

~

I'iperbole contenuta nel semiasse positivo delle
ascisse. Qualunque punto di tale zona di iperbole \
ha l'ascissa maggiore dell'ascissa del vertice in N o
A(a; 0). Consideriamo i triangoliyA;P e AF,P \ =7 / o
applicando ad essi il teorema * in ogni triangolo .
ogni lato € maggiore della differenza degli altri
due “, si hanno le due diseguaglianze:
PR> PA- FIA1 e PR >PA, — AR, , sottraendo
| primi membri tra di loro ed i secondi membri .
tra di loro in diseguaglianze equiverse si ottiene
una diseguaglianza equiversa : Fig. 7

PF — PR > PA - FA1 - PA + AR,
poiché AF, = A;F; e a secondo membro sono opposti eliminandoli §ifha- PR, > PA- PA; ,
che relativamente al triangolo;RA; la differenza PA PA;, > A1A, =2a. Applicando la proprieta
transitiva della diseguaglianza possiamo scrivére- Pk, > PA- PA; > AjA; =2a e quindi

PF, — PR >2a

Che analiticamente possiamo scrivere, riferendmtigad un sistema di riferimento cartesiano in
analogia con l'ellisse:

\/(xp+c)2+yg —\/(xp+c)2+y§ >2a

Risolvendo otteniamo
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4 NOZIONI DI ALGEBRA LINEARE: MATRICI

Def. 8) Sia R linsieme dei numeri reali ed m,uednteri positivi, si dicenatricead m righe ed n
colonne costruita su R un insieme di mn elemenR @i ciascuno dei quali sia stata associata una
coppia (i;j)diindicicon i=1,2,3,.med j=1,2,3,...,n

Gli elementi di una matrice si sogliono disporreimtabella, delimitata da due parentesi quadre
o da due parentesi rotonde , ordinando nella stagadutti gli elementi di R che hanno uguale il

primo indice ( indice di riga ), e nella stessaooola quelli che hanno uguale il secondo indice
(indice di colonna)
Pertanto la matrice si denota col seguente simbolo

b B e a,
A, Ay e a o

2 e 20 oppure sinteticamenteld ; )=12a..m
.............................. =123
By Bnp e a,,

L’elemento @ U R si dice elemento di posto (i, ) e sit@allincrocio della i-esima riga con la
j-esima colonna. La matrice ha ordingn

Def. 9) Si dicanatrice nullala matrice con tutti i suoi elementi uguali a zero

Def. 10) Si dice che la matrice B entatrice traspostalella matrice A, se é costituita dagli stessi
elementi di A ma con le righe e le colonne scanebiat

Def. 11) Due matrici sono uguali se hanno tuitetgmenti dello stesso posto uguali

Def. 12) Due matrici si diconmatrici conformiquando il numero delle colonne della prima sono
uguali al numero delle righe della seconda

Def. 13) Se m = n allora la matrice si dioatrice quadratali ordine n

Gli elementi g di una matrice quadrata con i = | costituiscondiégonale principaledella matri-
ce quadrata.

Def. 14) Si dicanatrice diagonalequella matrice quadrata con tutti gli elementialga zero fatta
eccezione di quelli della diagonale principale.

Def. 15 ) Si dicematrice unita o identitda matrice diagonale con tutti gli elementi dellagonale

prin-cipale uguali ad 1.

s g,;=1lsei=|
Generalmente la matrice identita si indica con (da,:J), - con | .
A j=12...n aLl - O se | ¢ J
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Def. 16) Si dicanatrice triangolaresuperiore od inferiore rispettivamente la matgostituita da
tutti gli elementi al di sotto della diagonale mipale uguali a zero o costituita da tutti gli etarti
al di sopra della diagonale principale uguali azer

Operazioni tra matrici.

Addizione:
L’addizione fra matrici & definita solo per matrazin ugual numero di righe e di colonne

La somma di due matrici & una matrice avente pamehti la somma degli elementi dello

stesso posto.

Le proprieta dell’addizione tra matrici dipendorelld proprieta algebriche dell'insieme a cui

appartengono gli elementi della matrice. Nel nost&®o I'insieme é l'insieme dei numeri reali

pertanto le matrici rispetto all’addizione costtono un gruppo abeliano: siano A, B, C tre

matrici elementi di#t ( m,n).

a) L'insieme delle matrici € un insienohiuso A + B = D, con De M ( m,n).

b) Vale la propriet@associatva(A+B)+C=A+(B+C)

c) L'insieme delle matrici ammettelemento neutroA + O = O + A = A, dove O é la
matrice nulladi M ( m,n).

d) Ogni matrice ammettelementanverso( la matrice opposta: A+ (-A)=0

e) Vale la proprietcommutativa A+ B=B + A

- Moltiplicazione di un numero per una matrice:
Moltiplicare un numero o uno scalare per una matsignifica moltiplicare il numero per i

singoli elementi della matrice.

Siano r ed s due scalari elementi®lie A e B due matrici elementi dil ( m,n).La
moltiplicazione di uno scalare per una matrice gieléee seguenti proprieta:

a) Proprieta distributiva dello scalare rispetto altenma di matrici: r (A + B ) = rA+rB

b) Proprieta distributiva della matrice rispetto atanma di scalari (r + s JA=rA + sA

c) Il prodotto dello zero per una matrice € la matnoda: 0 * A = O, dove O ¢ la matrice

nulla dis ( m,n).

d) Il prodotto dell'unita degli scalari per una matrie la matrice stessa: 1 * A=A

e) r(sA)=(rs)A
L’insieme delle matrici su R su cui e stata definiaddizione ed il prodotto di uno scalare per
una matrice con tutte le proprieta costituisce sjpario vettoriale: pertanto i vettori possono
considerarsi come matrici riga 0 matrici colonnastituite da una sola riga o da una sola
colonna.

- Moltiplicazione riga per colonna:
Il prodotto riga per colonna fra matrici si puoetttiare solo per matrici conformi: cioe il

numero delle colonne del primo fattore deve essguale al numero delle righe del secondo
fattore: questo ci permette di affermare che inegale il prodotto tra matrici non gode della
proprieta commutativa.

Date due matrici conformi la matrice prodotto énatrice ottenuta moltiplicando gli elementi

di ogni riga della prima matrice per ogni colonnallal seconda matrice e sommando i
risultati.



1 Ay e a, u Do b,
Ay Ay eeeen a,, by Doy e Dy |
Ay Apo e Qnn )0y By e bn,p
a; b, +a b, +..+a b, ab,+a b, +..+a,b, ... ajb, ,+ab,, +..+a,b,
a2,1b1,1 + az,zbz,l ot aZLnbn,l a2,1b1,2 + az,zbz,z tot a2,nbn,2 az,lbl,p + az,zbz,p tot a2,nbn,p
a, b, +a, b, +..+a b, a, b,+a b,,+.+a, b, ... am,lbl,p + am,ZbZp +...+ amnbnp

NB Il prodotto fra matrici puo dare come risultéiamatrice nulla pur non essendo alcuna matrice
fattore nulla. Questo ci dice che il prodotto fratnti ammette divisori dello zero.

Teorema 1) : Ogni matrice quadrata A si puo rapprese nella formaA = P[B oppure
A=BI[Q dove B € una matrice triangolare e P e Q due anatwn nulle con B,P,Q dello stesso

ordine di A.

Determinante di una matrice quadrata.

Def. 17 ) Data una matrice quadrata A, si chianerdenante di A il numero reale associato ad
essa mediante il seguente procedimento induttivo:

a) Se la matrice A é del 1° ordine, il determieadi A € I'elemento che costituisce la matrice
stessa.

Se A=(a), alloradetA=g;

b) Se la matrice A € del 2° ordine, il determiteae il valore numerico, dato dalla differenza dei
prodotti degli elementi delle due diagonali

a,; ap,
Se A ,allora detA=ga&,—a a1
az,l a2,2

Def. 18 ) Sia data la matrice quadrata A, si digcmore complementaréell’elemento gy il
determinante dalla matrice,R, ottenuta sopprimendo I' h-esima riga e la k-@snlonna della
matrice A.

Def. 19 ) Si chiamaomplemento algebricdell’elemento gk il minore complementare din@
prece-duto dal segno + o - a secondo che laHgasi o dispari.



169

Teorema 2) ( di Laplace ): La somma dei prodatildelementi di una riga ( o colonna ) qualsiasi
di una matrice quadrata A di ordine n per i rispettomplementi algebrici ha un valore che non
dipende dalla riga ( o colonna ) considerata.

Def. 20 ) Si chiamaeterminantedi una matrice d’ordine n la somma dei prodottildelementi di
una riga (o di una colonna ) qualsiasi per i rispetomplementi algebrici.

NB. Il determinante di una matrice quadrata A diéa con uno dei simboli:

Ay 8y e a,

a Ayp e a
det A — |A| - 21 2,2 2,n

Qng Ay e ann

Proprieta dei determinartti

-) Due matrici quadrate I'una trasposta dell’aliemano determinanti uguali.
-) Il determinante di una matrice quadrata dti gli elementi di una riga o di una colonna
nulla & uguale a zero.
-) Scambiando fra loro due righe o due colonhdeterminante cambia di segno.
-) Se due righe o due colonne di una matji@drata sono proporzionali, il determinante della
matrice € uguale a zero.
-) Se si moltiplica una riga o una colonnaiigia matrice quadrata per un numero k, il deter-
minante della matrice resta moltiplicatr k.
-) Se ad una riga (o0 ad una colonna) si aggwn’altra riga (o un’altra colonna) moltiplicata
per un fattore k, il determinante dellatrice non cambia
-) ( Teorema di Laplace ) In una matrice qatairla somma dei prodotti degli elementi di una
riga ( o di una colonna) per i complemaitdebrici di una riga ( o di una colonna) parallel
uguale a zero.
-) Il determinante di una matrice quadrataydiele o triangolare € uguale al prodotto degli
elementi della diagonale principale.
-) ( Proprieta di Binet) Il determinante debgotto di due matrici quadrate dello stesso ordine
uguale al prodotto dei determinanti dedlgrici fattori.

Def. 21 ) Si dicematrice inversadi una matrice quadrata A di ordine n ( se egiseematrice A
dello stesso ordine di A tale che A& A*A = |

A he A
A A A
A21 A2,2 A12

>

I
>
>

dove |Al=detA e ;Aeil complemento algebrico djja
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Def. 22 ) Una matrice si dig@ngolarequando il suo determinante & uguale a zero.
Una matrice si dicenvertibile se ammette inversa.

Teorema 3 ): Condizione necessaria e sufficientehgeuna matrice quadrata sia invertibile e che
il suo determinante sia diverso da zero.

Proprieta: Si dimostra chéAB)™ = B [A™
Def. 23) Si dicenatrice ortogonalda matrice quadrata che & uguale all'inversa drllatrasposta.

Se Al & la matrice trasposta e A ='(& , allora A una matrice ortogonale: oppuré=A": cioé la
matrice inversa di A coincide con la traspostaadelhtrice quadrata A stessa

Proprieta: Il determinante di una matrice ortogenadle+ 1

NB. La matrice ortogonale e detta ortogonale peiotgrviene nelle trasformazioni geometriche

guando si vogliono mutare gli assi cartesiani at@gi in altri assi ortogonali mantenendo fissa

I'origine: infatti le trasformazioni isometriche dbtazione ammettono come matrice caratteristica
una matrice ortogonale. Questo induce ad afferrolaeeuna matrice ortogonale nelle trasforma-
zioni geometriche & un operatore rotazionale.

Def. 24) Si dice che la matrice A & simile alla rncat B dello stesso ordine di A se esiste una
matrice non singolare H tale che

B=H™IAIH

NB) Questa relazione ci permette di affermare lahmatrice A é stata trasformata nella matrice B
tramite la matrice H. Se A e B sono simili alloraeAB corrispondono alla stessa applicazione
lineare scritta con basi diverse.

Teorema 4) ( Teorema spettrale per matrici simctedi

- Sia A una matrice simmetrica, allora A e diagormltile: cioé esistono una matrice
diagonale D ed una matrice invertibile P tali dbe= P* A P

- Sia A una matrice simmetrica, € sempre possibiterdgnare una matrice ortogonale Q tale
che D=Q'AQ=0Q AQ: cioé A & diagonalizzabile mediante una ncatortogonale

Osservazione: La matrice D e la matrice A sono Isienile matrici P e Q sono le matrici di
trasformazione.

Teorema 5) : Due matrici A e B dello stesso ordsa@o simili se e solo se le loro matrici
caratteristiche: A %l e B —\Al, sono equivalenti: cioé hanno gli stessi fatiovarianti.

Definizione: il determinante della matrice carasiiica € dettgoolinomio caratteristicoassociato
alla matrice. Le soluzioni del polinomio caratteds sono detti autovalori associati alla
matrice,mentre il nucleo dell’equazione matricigde—A ; I) $=0 , detto kern(A % 1) =Sparf{v} &
costituito da vettori non nulli, detti autovettagsociati alla matrice A. La matrice P e la mat@ce
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sono matrici costituite da autovettori di A, nesaai Q gli autovettori sono ortogonali: cioé itdo
prodotto scalare e nullo.

NB La relazione di similitudine nell'insieme delinatrici quadrate gode della proprieta riflessiva,
simmetrica e transitiva; pertanto € una relazionegdivalenza e ripartisce le matrice in classi di
equivalenza.

Rango di una matrice:A

Def. 25 ) Si chiama rango di una matiicedine massimdra tutte le sottomatrici di A con
determi nante diverso da zero.

Il rango di una matrice gioca un ruolo fondamentakl Toerema di Rouché-Capelli per la
risoluzione di sistemi lineari.
Si verifica che il rango di una matrice & ugualewanero degli autovalori non nulli.

La traccia di una matrice& uguale alla somma dei suoi autovalori ed e plata dalla somma dei
valori degli elementi della diagonale principale.

Il determinante di una matrice e uguale al proddéiosuoi autovalori.

Per le matrici simmetriche valgono le seguenti pedg:

-) isuoi autovalori sono tutti reali

-) gli autovettori corrispondenti agli autovaldistinti sono ortogonali

-) la matrice ortogonale degli autovettori diaglizza la matrice di partenza.

Diagonalizzazione di una matrice quadrata:

Def. 26 ) Data una matricelMM,, se\ LI R e un autovalore di A, si dice autospazio di latreo A
e siindica con il simbolg M'insieme dei vettori cosi definito:
V={XOM,, | AX = AX}

Proprieta: Sia AIM, , A O R un autovalore di A e il relativo autospazio allora Ve un
sottospazio di M.

Def. 27) Si dice molteplicita algebricaXia dimensione di esso come radice dell’equazione
caratteristica .
Si dice molteplicitd geometricalda dimensione del relativo autospazio: dim V

Proprieta: 1)  1<m,(A) <m,(A)
2) n=m,(A)+rang(A-Al)
Teorema 6 ): Una matricelAM, e diagonalizzabile se e solo se sono verificate :

-) la sua equazione caratea ha tutte le radici reali
-) per ogni autovalore la teplicita algebrica &€ uguale a quella geometrica:
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M%) = My(A).

Teorema 7) : Una matricelAVl, € diagonalizzabile se e solo se esistono n autovihearmente
Indipendenti: cioé la matrice rdfime n costituita da colonne formate dagli auttwret
di A ha determinante diverso deoz

Corollario: Sia T una trasformazione lineare esian, v», ... ,V, autovettori di Trelativi agli
autovalori A, Az, ... ,An rispettivamente. Sk, A, , ... , A, SONO tutti distinti tra loro allora
{vi,vy, ..., vy} sono linearmente indipendenti e.
Da questo corollario discende chg , v, , ... , v, } costituisce una base@l' . Lo stesso corollario
ci permette di avere una strategia per vedere aenatrice e diagonalizzabile e
contemporaneamente di trovare una base

-) Calcoliamo le radici del polinomio caratteigst det(A —Al ) = 0. Se sono tutte distinte, allora
abbiamo n autovalori distinti corrispondenti adutoaettori linearmente indipendenti e quindi A é
diagonalizzabile

-) Per ciascun autovalokecalcoliamo ilker(( A — Al ) Se la somma delle dimensioni di

kerlA =2 1)+ ker((A =21 )+...+ker((A—=X1)=n
allora cio permettera di trovare n autovelinearmente indipendenti e quindi una base B.

Teorema 8 ): Se una matric&lM, e diagonalizzabile , allora gli elementi diveraizkro della
matrice diagonale D, simile ad A, sono gli autoviai A.

Teorema 9 ) ( Teorema spettrale per matrici simored) :
Sia BM,(R) una matrice simmetrica, allora esiste una Bis@tonormale di
autovettori di A

Una matrice si dice ortonormalizzata se e sole sestituita da vettori ortogonali e normali,
pertanto per ortonormalizzare una matrice bastmorhalizzare i vettori di cui e costituita.

Metodo per ortonormalizzare una base:
Sia B ={a; ; a,; a3} una base di Rvogliamo ortonormalizzare tale base:

1) Rendiamo i vettori tra loro ortogonali:

b =@

b &b 37

2772 balle Tt

b =a_’—%- —%b
3 3 I Ball | B1]] 71 || 2| || 2| 2

2) Lanuova base B= {b; ; b, ; bs} @ costituita da vettori ortogonali, per normagidisi
divide ogni vettore per il proprio modulo:

— —
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La nuova base B%={c; ; ¢,; ¢c3} € costituita da vettori ortonormalizzati.

Esercizio guida

Data la matrice quadrata d’ordine 2

5 —4
Aty Z3)
determinare autovalori ed autovettori della matAcestabilire se essa e diagonalizzabile
trovando la matrice H di trasformazione e la matdi@agonale D. Verificare infine che orto

normalizzando H non e possibile trovare con la mumatrice una matrice diagonale simile
ad A, bensi si trova una matrice simile triangalare

Risoluzione
Determiniamo il polinomio caratteristico di A:
5 -4 1 0 5—-41 -4
de¢ YA-m=|(3 Z5)-A(p )l =150 LG =-0-se s
12 =
A2 —31+2
L’equazione associata a tale polinomio é
A2=31+2 =0

Tale equazione ammette le due soluziohi= 1 ed, = 2, che costituiscono gli autovalori
della matrice A: infattid; + 4, =3 e 4; - 1,= 2 che sono la traccia di A ( somma degli
elementi della diagonale principale ) e il deteramite della matrice A.

Per determinare gli autovettori relativi a detticualori bisogna trovare i vettori del nucleo:
cioe risolvere I'equazione matriciale relativa ialgplo autovalore

A pern=1- (5 23686 - g e - B2
Ai1=kern (A— M) ={DeER?ett €R|¥(t) = (t,t)}
Tale sottospazio <A1 & generato da un qualsiasi suo vettore, in particolare per
t=1, ¥,(1,1), quindi possiamo scrivere:
A1=kern (A — ;1) = Span{(1,1)}
Il vettore ¥, (1, 1) costituisce I'autovettore relativo all’autovalore 1; = 1 della
matrice A

_ 3 — 4\ [X\_(0 3x —4y =0 x =2t

o per =2 (5 TR0 - G200 - {2
Az=kern (A — A,1) = {6 ER?*ett €R|V(t) = (%t,t)}

Tale sottospazio A2 & generato da un qualsiasi suo vettore, in particolare per

4 . . . .
t=1, v, (5 ,1), quindi possiamo scrivere:

A1=kern (A — ,I) = Span {(% 1 )}
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L (4 o , : )
Il vettore v, (5 ,1) costituisce I'autovettore relativo all’autovalore 1, =2 della

matrice A.
Una matrice € diagonalizzabile se la dimensionelalga e geometrica dei suoi auto
vettori sono uguali. L’equazione associata al mohio caratteristico € decomponibile
in fattori di primo grado:(4 —1)(1 — 2) =0, pertanto gli autovettori ammettono
dimensione algebrica 1; gli autospazi sono gen@gtiuno da un singolo vettore,
pertanto la dimensione geometrica degli autoveétdri Poiché dimensione algebrica e
dimensione geometrica sono uguali, la matrice Aagahalizzabile.
Per diagonalizzare la matrice A dobimarovare una matrice diagonale D simile ad A e
pertanto dobbiamo individuare una matdi trasformazione H tale che

D=H'AH

==

Proviamo a verificare che i vettdyi(1,1) e, G ) 1) sono indipendenti. Per essere

indipendenti il determinante della rrrche ammette tali vettori come sue colonne e
diverso da zero:

=1-2=-2%0
3 3

_w A

| due vettori sono indipendenti. Siaé

=

4
§> tale matrice, formata dagli autovettori, e
1

w

4
3 -3

RG] () B el G N e

La matrice D simile ad A é costituita agitovalori di A.

calcoliamo la matrice inversa:™ H( ) Calcoliamo la matrice diagonale:

NB 1). Se consideriamo la matrice A costitaiga vettori w, (5, 3) ew, (-4, -2) e

consideriamo la matrice H, essendo cosditia vettori indipendenti, come una base del piano
R, allora i vettoriw; e w,sono dati come combinazione lineare dei vettoregatori degli
autoaspazi di A: infatti

(5:3) = -3(1;3B(;;1)=(-3+8-3+6)=(5,3)
(-4:-2)=4(1;1B€;1)=(4-8;4-6)=(-4;-2)
Dove i fattori sono le colonne della magrprodotto H A.

Andiamo ad ortonormalizzare la base H eerd@niamo con questa nuova base la matrice T
simile ad A, ci accorgiamo che tale matnoa e diagonale, non essendo A
simmetrica: infatti ortonormalizzaimo H

=77 =(1;1) o= (%%

2=U_z)—|;:;|'2|7 :(2;1)—2(1;1)=(%;—%) C—z)z(%;_%)

IwI\I
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1 1 1 1
La matrice H ortonormalizzata risultd, = 1‘5 ‘El , la suainversa é/_'= 1‘5 ‘El
VZoV2 VZoV2
1 1 1 1 8 6 1 1
_ - vz V2 |(5 -4\ v vz | [vz v2|[vz vz |_ (1 7
reazan=| 2 R )(5 TS CAFE 2 A )=0 )
V2 V2 V2 V2 V2 v2/ \V2 V2

La matrice T simile ad A risulta una matrice trialage superiore .
Esercizio 2
Data la matrice quadrata d’ordine 2
A { 2 \/§)
V3 0
determinare autovalori ed autovettori della matéce stabilire se essa e

diagonalizzabile

travando la matrice H di trasformazione, dopo aesttonormalizzata e la matrice

diagonale D.
Risoluzione
Determiniamo il polinomio caratteristico di A:
det( A —\l) = |< 2 ﬁ)—a(l 0)| = |2_’1 VBl o4z
V3 0 0 1 V30—
A2 —-21-3
L’equazione associata a tale polinomio e
A2—=21-3 =0

3

Tale equazione ammette le due soluziohji:= -1 ed, = 3, che costituiscono gli autovalori
della matrice A: infattid, + 1, =2 e 1, - 1,= -3 che sono la traccia di A ( somma degli

elementi della diagonale principale ) e il deteranite della matrice A.

Per determinare gli autovettori relativi a detticaualori bisogna trovare i vettori del nucleo:

cioe risolvere I'equazione matriciale relativa ialgolo auto valore
X =
3 \/5)( ):(0) . {3x+\/§y 0
V3 1/ 0 V3x+1y=0
Ai1=kern (A— 1, 1) ={¥ € R?ett € R| ¥(t) = (t,—V30)}

a) per/11=—1—>< —>{y

x=t

Tale sottospazio <A1 ¢ generato da un qualsiasi suo vettore, in particolare per

t=1, 171(1,—\/§), quindi possiamo scrivere:
Ai1=kern (4 — 1,1) = Span{(1,—V3)}

Il vettore 131(1,—\/5) costituisce l'autovettore relativo all’autovalore A4; = —1

della matrice A

-1 V3 (*\_(0) _, —x++V3y =0
V3 _3)(}/)_(0) {\/gx—3y=0
Az=kern (A—21,1) ={# € R?et t € R| ¥(t) = (V3t,t)}

X

b) perAz=3—><

-

y=t

Tale sottospazio A2 ¢ generato da un qualsiasi suo vettore, in particolare per

t=1, 172(\/5,1), quindi possiamo scrivere:
Ai1=kern (A — 1,I) = Span{(v3,1)}
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Il vettore v, (\/§ , 1) costituisce 'autovettore relativo all’autovalore 4, = 3 della

matrice A.

La matrice A € una matrice simmetrica per il teaxespettrale tale matrice é
diagnalizzabile tramite una matrice H di trasforinae ortonomalizzata. Poiché i
vettoriv; e v, sono indipendenti ed ortogonali: infatti

|_1\/§‘/§1|=1$3=4¢0 e ¥ -7,=(1;—3) (V3;1) = 0,

andiamo a normalizzarli: cioe dividiamo le companeer il modulo dei vettori.
i =1(1; —V3) e, =1(v3;1).
Sia H tale matrice, formataldagto vettori ortonormalizzati,

LR 1.8
2 2 1|2 2 H R
H s 1] € H = 73 L la sua matrice inversa
2 2 2 2
Calcoliamo la matrice diagonale= H* A H
1 V3 1 V3 1 V3 1 3
D= 2 2 (2 \/§) 2 2 |\ 2 2\[z2 2 =(—1 0)
3 1 J\W3 o/\_B 1 s 3f\_B3 1 0 3
2 2 2 2 2 2 2 2

La matrice D simile ad A é ctsta dagli autovalori di A.

5 Applicazione delle Matrici alle Coniche

L’'uso delle matrici ci permettera di semplificaftealcolo e di memorizzare percorsi operativi per
determinare caratteristiche pecuniarie e fondaniatgte coniche ma soprattutto di ridurre a forma
canonica le coniche generali sfruttando il metodtladdiagonalizzazione delle matrici associate
all'equazione generale della conica, inoltre Isstemetodo ci permettera di individuare la trasfor-
mazione lineare rotazionale, senza far uso deltgoguetria, per trovare la forma canonica.

Data I'equazione generale della conica:
Ax?> + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F=0

Si considerino le tre matrici ad essa associate:

B D
43 ;\‘ 4 E
B E . 2 .
]3: - C > ) ]2: B ) ]1:(A+C)
2 2 S
D E 2
2 2 F/

La prima e dettanatrice associata del terzo ordinky secondamatrice associata del secondo
ordine e la terza matrice associata del primo ordinen quanto la prima € una matrice quadrata
d’ordine 3, essendo costituita da tre righe e dferme, la seconda & una matrice quadrata del
secondo ordine, essendo costituita da due righaeecdlonne , mentre la terza € una matrice
guadrata del primo ordine, il cui unico elementa somma di due coefficienti della conica.

Tali matrici sono detténvarianti ortogonali della conican quanto hanno proprieta indipendenti
dalla scelta del riferimento cartesiano ortogonaieée la conica comunque sia soggetta a trasfor-



mazioni ortogonali del piano in sé il determinamtie dette matrici hon muta: relativamente
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all'invarianza sono detténvariante cubico, invariante quadratico e invartariineare.
Tali matrici caratterizzano una conica nel sens ch

- ) Seildet(g)=0, allora la conica & degenere

- ) Seildet(gd)=0, allorala conica é una parabola

Se il det (;) > 0, allora la conica é un’ellisse
Se il det () <0, allora la conica é un’iperbole

- ) Seildet(d)<0edet(3)=0all'orala conica e un’iperbole equilatera.
- ) Seildet(gd)>0eB=0eA=C, allora la conica € unaanferenza.
In particolareGli invarianti ortogonali ci permettono di classificare le coniche:

Rang J3 Tipi J3 )5 )1 Specie

3 Coniche + + + Ellisse priva di parte reale

3 non + + F Ellisse dotata di parte reale

3 degeneri + 0 F Parabola

3 non + - 0 Iperbole equilatera

3 spezzate + - + vel+ | Iperbole non equilatera

AVIETRRL £ AEELEELEREEREELEEL IR R VR EEEERREL TR EL LT LT LT LV
AW AN \\W\ AW W ALA1AATAREARAANANNAANNY

2 0 + + Coppia di rette immaginarie coniugate
non parallele

2 Coniche 0 - 0 Coppia di rette reali non parallele ma
perpendicolari

2 0 - + Coppia di rette reali né parallele ne
perpendicolari

2 degeneri 0 0 + Coppia di rette parallele ( realio no)
entrambe proprie

2 0 0 0 Coppia di rette reali ( parallele o per-
pendicolari ) non entrambe proprie

1 spezzate 0 0 + Retta doppia reale propria

1 0 0 0 Retta doppia impropria

Il ruolo della matrice 3)del terzo ordine, come si vede dal quadro, stdarel distinguere se una
conica e degenere o0 no: cioe se il polinomio dgliszione della conica € possibile fattorizzarlo e
quindi la conica si riduce in due rette distinteaincidenti. La matrice,dha un ruolo importante in

quanto ci fa distinguere la natura delle conichetalemotivo & detta matrice fondamentale, la sua
diagonalizzazione ci permettera di trovare la trasfizione ortogonale rotazionale che ci portera ad
individuare un’equazione simile all'equazione ditpaza della conica. L'impostazione dell'identita
algebrica dei valori dei due sistemi formata dagkarianti ortogonali dell’equazione della conica

data e della sua equazione canonica permetteraddiiduare i coefficienti ed il termine noto

dell’equazione canonica della conica, i cui co@fiti coincidono con gli autovalori della matrice

J. Sono equazioni canoniche delle coniche le eqnadgpettivamente:

a) Ellisse: ax?+py*+y=0
b) Iperbole ax? — By*+y =0

c) Parabolaax? + 28y =0
| cui invarianti ortogonali sono rispettivamente
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a 0 O (oc 0)

a) Det(J3) = det (0 B 0) = afy ; det(];) = det =af ;

3 00 v 2 0 B
detff ) =det(a+ B) = a+p

a 0 0 o 0

b) Det(J3;) = det (0 -p 0) =-afy ; det(;)=det _ =-af ;
= -9)

def{) =det(a— p) = a— B

a 0 O

c) Det(J}) = det (o 0 ﬁ) =af? ; det(l)= det(g g) =0 : detff)=
0 5 0

det(a) = «
Ricerca dell’equazione canonica di una conica datéorma generale

1) Metodo: Dopo aver calcolato il determinate dieJ3 siano Det (3) =m e Det(gd) =n
e calcolato il valore digp .
Se n >0 la conica e un’ellisse , allora si risdl seguente sistema:
apy=m
afB=n
atfB=p
una volta determinati i valori di B ey, si vanno a sostituire nell'’equazione:
axX’+By +y=0
Se n <0 la conica & un’iperbole , allora silkis il seguente sistema:

—afy=m
—af=n
a-f=p

una volta determinati i valori di ey, si vanno a sostituire nell’equazione:
ax’-py’ +y=0
Se n =0 la conica e una parabola , allorssive il seguente sistema:
—-af?=m
a=p
NB. Il sistema e di secondo grado. In tale siste & univocamente determinato , memrégurando

a secondo grado in un’equazione di secondmgrach puo essere positivo 0 negativo.
La scelta per 'una o I'altra alternativa ricondotta alla concavita della parabola gaeer

per la concavita, una volta trovato 'asse ed il vertice, si sceglie un punto dell’asse e lo si
sostituisce nell’equazione della parabola generale se il valore risulta negativo e il punto
e elemento del semiasse positivo (V, +o0 )la concavita risulta rivolta verso il semiasse
positivo; se il valore risulta positivo e il punto & elemento del semiasse positivo

(V, +o0)la concavita risulta rivolta verso il semiasse negativo. Se il valore risulta
negativo e il punto e elemento del semiasse negativo ( —oo, V )la concavita risulta
rivolta verso il semiasse negativo; se il valore risulta positivo e il punto & elemento del
semiasse positivo ( —oo, V' )la concavita risulta rivolta verso il semiasse positivo.
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a) Se la concavita e rivolta verseeihgpiano positivo,f viene scelto positivo
b) Se la concavita € rivolta versceiinipiano negativop viene scelto negativo.
Una volta determinati i valori @i, p , si vanno a sostituire nell’equazione:
d ax*+2By=0
Ottenendo cosi le equazioni canoniche.
2) Metodo
Coniche a centro : ellisse e iperboles 0 : ax? + fy?+ y =0 con a e B autovalori di g,
coincidenti con le soluzioni dell’'equazione
z? — det (J;) z + det(J,) = 0
cona< f ey = L
J2
Conica non a centro : parabol&=0: ax*+2By =0 cona l'autovalore di Jdiverso da
zero, coincidente con la tracciagicioé cona = J; e B = i\/—ij—j
(- concavita rivolta versaltb, + concavita rivolta verso il basso )

Ricerca di punti notevoli e rette notevoli col noialegli invarianti ortogonali

a) Coniche a centro: Ellisse ed iperbole
-) Calcolo delle coordinate del centro

A4 B Df«x
Considero la seguente equazione matricigle : > 2 M=|8|
FRE
Risolvo |, 5 =| |
-x+Cy+ - 0
2 2
. Ax+Zy+2=0 . .
Da cui il sistemay , 5 risolvo col metodo di Cramer e trovo le cooadendel
Ex + Cy + E =0
centro: . = 2CP=BE _ 2AE-BD
Xe T haac 0 Ve T Braac

-) Calcolo equazione degli assi
Ricordando che i punti impropri sono diome coniugate ed ortogonali : cioe la polare
dell'uno deve passare per l'altro, ora la polartorma matriciale del puntoo®1, m, 0)

B D
4 7 2\
(L,m, 05 C 3 (;v>=(0)
D E 1
2 2
Siccome detta polare deve passare per il coniugdbgonale di B: cioe P, (m,-1,0)
Allora si ha:
B D
4 7 2\ ,m
(1.m0)Z ¢ = (—1):(0)
p B )0
2 2
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Che ridotta da :

(%)=

Risolvendo siha BM+2(A-C)m—-B=0,dacui m= C-A+ (g—A)2+B2

E sapendo che gli assi passano per il centro si ha

C—A++/(C-A)2+B2
= (x=x%)

(1,m)

[SHE- AN
A Nvw

Y-Ye=
b) Coniche non a centro: Parabola
-) Ricerca asse: I'equazione si determina faceadetta polare del punto improprio

coniugato e ortogonale al punto improprio dellaapata, che si ottiene annullando il
trinomio di secondo gradoo&1, m, 0), con m £4

w ™

4 B2
2 2 X
m -1 0|2 ¢ Z||y|=0
1
D E g
2 2

Calcolo coordinate dei vertici
La ricerca dei vertici avviene anche in questaesio risolvendo il sistema tra I'equazione

della conica e quella degli assi.

Ax?> + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F=0

C—A +(C—-A)2+B2
y =¥ = B (xX-X)

Calcolo delle equazioni degli asintoti per l'ipeile
La ricerca degli asintoti avviene anche in questatesto o scomponendo il polinomio
1) A(Xx=<X+B(x—%)(y-%)+C(y-y)
Ed uguagliando a zero i fattori e si ottengonogeazioni di due rette che sono gli asintoti
dell'iperbole. Tale polinomio é ottenuto da

B

A 211X — x¢

x_xC y_yclB y_yc
) C

Indicazioni operative per ricerca dei fuochi e @etlirettrici
Anche in questo contesto si applica I'algoritmoastp precedentemente col metodo delle

coordinate omogenee

1)Sia F (@; ) un punto generico dell'asse,che in coordinatarpatriche e, posto
a = t,allora B = g(t), dove g(x) = 0 e 'equazione dell’asse, F ( (t)9.

2) Si calcola la polare relativa ad F: aelirettrice

3) Si determina I'equazione della conicaonbtuoco e la direttrice
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4) Si effettua un’identita polinomiale fra I'equanie data della conica e quella trovata
e si determinano le coordinate di F e I'equagidella direttrice.
Calcolo dell’equazione della retta tangente in um{o
La ricerca della retta tangente in un punto pmpYi( % , Yp, 1) della conica, si risolve la
seguente equazione matriciale, ricordando chenlgetate € la polare di P rispetto alla conica:

4 B D
2 2| 1x
B E
ke 1[7 € 3| Pp|=0
1
D E g
2 2

Esercizi guida:

4) Data l'equazione della conica4x? — 4xy + y? — 20x — 40y = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, petit, notevoli, equazione canonica ed
infine tracciare il relativo grafico.

Risoluzione

Per stabilire itipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente

nell’equazione: A = 16 — 16 = 0. Poichd = 0, la conica € una parabola. Per stabilire se la

conica € o non é degenere calcoliamo il determindella matrice cubica associata alla conica:

4 -2 -10
Is=det[—2 1 —20]=(0—4oo—400)-(1oo+1600+0)=-2500
~10 -20 0

Poiché tale determinante € diverso da zero la parabola non e degenere: cioé il polinomio
presente nell’equazione non e decomponibile in fattori di primo grado e la parabola non e
riducibile a rette parallele.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto e diverso da zero, la parabola e
ruotata; poiche i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero , la parabola € traslata; poiché il termine noto dell’equazione é zero, la
parabola passa per l'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al tipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data e I'’equazione di una
parabola non degenere, ruotata, traslata e passante per I'origine del sistema cartesiano,
Asse: Per definizione di asse sappiamo che é larealel punto improprio coniugato
ortogonale al punto improprio della parabola. lhfmuimproprio di questa parabola si ottiene
annullando il trinomio di secondo grado: (2x 250 —» y=2x — P,(1;2;0), il suo
coniugato ortogonale €', (2; —1; 0). Calcoliamo col metodo dello sdoppiamento |la poti
P’ rispetto alla parabola datd:-2-x — 2(—1x +2y) —1-y —10(2) — 20(—1) =0

Da cui moltiplicando si h&8x + 2x — 4y —y — 20 + 20 = 0. Riducendo si ha: 2x —y = 0.
Quindi equazione dell'asse della parabolaé= 2x—y =0

Vertice: Il vertice della parabola é l'interseziodella parabola con il suo asse. Pertanto le
coordinate del vertice sono date dalle soluziohstema:
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2 _ 2 _ _ — = =
{4x 4xy +y? —20x —40y =0 {x+2y o {x 0 V (0:0)

2x—y=0 2x —y =0 y=0
Il vertice in questo contesto coincide con I'origine del sistema cartesiano xOy.

Ricerca del fuoco e della direttrice , applican@o definizione di parabola e un’identita
polinomiale. Il fuoco appartiene all’asse dellagianla, pertanto le sue coordinate sono

F (a;2a) ;ladirettrice della parabola e la polare delclugoertanto
4-a-x—2Qax+ ay)+2a-y—10(x+ a) —20(y + 2a) =0
da cui moltiplicando si ha:
dax — 4ax — 2ay + 2ay — 10x — 10a — 20y — 40a =0

Riducendo si ha x + 2y +5= 0. Quindi I'equazione della direttrice &= x + 2y + 5a = 0
Applichiamo la definizione di parabola: sia P (x ) un generico punto del piano, perché esso
appartenga alla parabola di fuoco F e diretticdeve valere la seguente relazione

d(P,F)
d(P,d)

=1 cheélostessal(P,F) =d(P,d)

Calcoliamo le due distanze:

|x+2y+5a|

dP, ) =Jx-a)*+ b -20* ; d(Pd)=—F

Le uguagliamo e le eleviamo al quadrato , ottenendo
1
(x—a)*+(y—2a)? = g(x + 2y + 5a)?
Sviluppando i quadrati e operando il m.c.d. ,si ha

5x% + 5y? — 10ax — 20ay + 5a? + 20a? = x% + 4y? + 25a? + 4xy + 10ax + 20ay

Portando al primo membro e sommando i monomi sisiilha
4x% — 4xy + y? — 20ax — 40ay = 0

Applicando I'identita polinomiale tra 'equazionelth conica data e quella ora trovata, si ha che
a=1
Sostituendo in F e nell’equazione della direttrgiejcavano le coordinate del fuoco: F(1;2),

L’equazione della direttriced= x+2y+5=0
Ricerca dell’equazione della forma canonica dedlepola.
Possiamo seguire due metodi
- quello di uguagliare i valori degli invarianti deltonica data e con quelli dell'equazione
canonica della parabola: “by =0 ,

- quello di calcolare la matrice diagonale della matsimmetrica di elementi realj dssociata
alla conica data.
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In questo esercizio scegliamo il primo metodo, uamo il testo non chiede di determinare il
sistema di trasformazione ( che in questo con&stolo rotazionale ) che permette di passare dalla
forma generale alla forma canonica.
| determinanti degli invarianti della conica datmo

4 -2 —10

Is=det[—2 1 —20]=(0—400—400)—(100+1600+O):-2500
—-10 —-20 0

_ 4 —-2]_

Jz—de{_z 1]—0

d =det[4+1]=5

| determinanti degli invarianti della parabola caita sono

a 0 0
b
Ji=det|® 0 3 =2 ; Jz’:det[a 0]:0 ; J=detla+0]=a
0o 2 o ' 00
2

Uguagliando i valori degli invarianti omologhi, fsa:

ab’ _ 25 b2 = 2000 — +205

{_T—_Z 00 _, { = . {b—J_rZO 5
a=>5 a=>5 a=>

Tenuto conto che la parabola presenta la conceitn il semiasse positivo delle ordinate, la sua
forma canonica e

5x2 —20vV5y =0

Che semplificata ed esplicitata, risulta: %zxz

;

Grafico:

5) Data I'equazione della conicéx? — 4xy + y% + 6x + 2y — 3 = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, petté,notevoli, equazione canonica,
specificando il tipo di trasformazione alla qualst&ta soggetta la conica e scrivendo le
equazioni della trasformazione, ed infine traccibrelativo grafico.

Risoluzione
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Per stabilire ikipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente
nell'equazione: A = 16 — 16 = 0. Poich& = 0, la conica € una parabola. Per stabilire se la
conica e o non é degenere calcoliamo il determéndella matrice cubica associata alla conica:

4 -2 3
]3:det[—2 1 1]2(-12—6—6)—(9—12+4):-%50
3 1 -3

Poiché tale determinante e diverso da zero la parabola non € degenere.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto e diverso da zero, la parabola e
ruotata; poiché i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero, la parabola e traslata; poiché il termine noto dell’equazione ¢ diverso da
zero, la parabola non passa per l'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al tipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data € I'’equazione di una
parabola non degenere, ruotata, traslata e non passante per l'origine del sistema carte-
siano,

Asse Per definizione di asse sappiamo che é la patlle punto improprio coniugato
ortogonale al punto improprio della parabola. Ihfmuimproprio di questa parabola si ottiene
annullando il trinomio di secondo grado: (2x 250 —» y=2x — P,(1;2;0), il suo
coniugato ortogonale €', (2; —1; 0). Calcoliamo col metodo dello sdoppiamento |la poti
P’ rispetto alla parabola datd:-2-x — 2(—1x+2y) —1-y+3(2)+1(-1) =0

Da cui moltiplicando si h&8x + 2x — 4y —y + 6 — 1 = 0. Riducendo si ha : 2x —y+1 = 0.
Quindi equazione dell'asse della parabolaé= 2x—y+1=0

Vertice Il vertice della parabola € l'intersezione dgllarabola con il suo asse. Pertanto le
coordinate del vertice sono date dalle soluziohstema:

2_ 2 —_— —_— = =
{4x dxy+y“+6x+2y—3=0 _){ 10x =0 . {x 0

2x—-y+1=0 2x—y+1=0 y=1 V(0;1)

Ricerca del fuoco e della direttrice applicando la definizione di parabola e un’id@nt
polinomiale. Il fuoco appartiene all’asse dellagianla, pertanto le sue coordinate sono
F (a;2a+ 1) ; ladirettrice della parabola e la polare delciygpertanto
4-a-x-2[Qa+Dx+ayl+Ra+1)y+3x+a)+1(y+2a+1)—-3=0
da cui moltiplicando si ha:
dax —4ax —2x —2ay +2ay+y+3x+3a+y+2a+1-3=0.
Riducendo si ha x + 2y +a5—- 2 = 0. Quindi 'equazione della direttrice €& :

d=x+2y+5a+ 1= 0 Applichiamo la definizione di parabola: sia P (¥ ) un generico
punto del piano, perché esso appartenga alla dardbéuoco F e direttricel, deve valere la
seguente relazione
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d(P,F) _
d(p,d)

1 cheélostessal(P,F) =d(P,d)

Calcoliamo le due distanze:

ap,F) = JG-@F + G —2a— 17 ; d(P,d)= A
Le uguagliamo e le eleviamo al quadrato , ottenendo
1
(x—a)?+ (y — 2a — 1)? =§(x+2y+5a—2)2
Sviluppando i quadrati e operando il m.c.d. ,si ha

5x% 4+ 5y? — 10ax — 20ay — 10y + 25a? + 20a + 5 = x? + 4y% + 25a? + 4 + 4xy +
+10ax — 4x + 20ay — 8y — 20«

Portando al primo membro e sommando i monomi sigiilha
4x% — 4xy + y?> — (20a — 4)x — (40a + 2)y + 40a + 1 =0

Applicando l'identita polinomiale tra 'equazionelth conica data e quella ora trovata, si ha che
1

10
Sostituendo in F e nell’equazione della direttrgeajcavano le coordinate del fuoco: F% ;%) ,

a =

e 'equazione della direttriced= 2x+4y—-5=0

Ricerca dell’equazione della forma canonaella parabola.
Possiamo seguire due metodi

- quello di uguagliare i valori degli invarianti deliconica data e con quelli dell’equazione
canonica della parabola: “by =0 ,

- quello di calcolare la matrice diagonale della matsimmetrica di elementi reali dssociata
alla conica data.

In questo esercizio scegliamo il secondo metodoguanto il testo chiede di determinare la
trasformazione ( che in questo contesto e rowsldtario ) che permette di passare dalla forma
generale alla forma canonica.

Calcoliamo gli autovalori dix] risolvendo I'equazione caratteristica: detfa.1] = O.

Det fz_l 1__21 =0 > (4-DNA-DH-4=0 - A2-51=0: 4, =0¢eA=5

Calcoliamo gli autovettori relativi agli auto vato

por 1,20 >[4, AR - (5B - e - wa

per ., =5 - : :i”;]:[g] - {:;i:iizg > x==-2y - v,(2;-1)
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i due autovettori trovati risultano indipendenterghé la matrice costituita da detti vettori ammett
determinante diverso da zero: (ﬁét _21] = -5# 0, risultano pure ortogonali, in quanto il loro

prodotto scalare & nullo v; - v, = 1-2 + 2-(-1) = 0. Normalizziamo tali vettorio& rendiamo
unitario il loro modulo; per far cio dividiamo l@mponenti per il modulo del vettore

(5w E @

Con questi vettori costruiamo una base ortonornthle costituira la matrice associata alla
trasformazione isometrica rotazionale:

= = X =+x+—

=Y
B = 2‘/3 ‘/31 a cui corrispondep ={ \/2_ \/1_
i S

Il vettore traslante e costituito dalle coordinedenbiate di segno del vertice della parabola & cui
associata la matrice colonr{a_LOI]

Pertanto la trasformazione roto-traslatoria & defida:

1 2
x'==x+=

V5 Vs
y'=Zx——y-1
\/_ \/_

S EE
2 1
y—>\/—§x+\/—§y+1

<
|

Questa trasformazione determina I'equazione caanatgttipo a§+ bx = 0, essendo il coefficiente

-25
di x* maggiore di quello della’ydove a3,=5 e b= \/ \/ - = 25
Pertanto I’equazione canonica relativa alla trasfmione & 5y2 4+ 2v/5x = 0,
¥,
Y=
Grafico della conica data: y
\\\ /
\\\7/\4,/
i\ B ,
/ // \:‘\
/)
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6) Data I'equazione della conica? — 8xy + 7y? + 4x + 2y — 4 = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, pettéi,notevoli, equazione canonica,
specificando il tipo di trasformazione alla qualst&ta soggetta la conica e scrivendo le
equazioni della trasformazione, ed infine traccibrelativo grafico.

Risoluzione

Per stabilire itipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente
nell’equazione: A = 64 — 28 = 36. Poich& > 0, la conica & un’iperbole. Per stabilire se la
conica € o non é degenere calcoliamo il determindella matrice cubica associata alla conica:

1 -4 2
]3:det[—4 7 1]=(-28—8—8)—(28—64+1)=¢90
2 1 —4

Poiché tale determinante e diverso da zero 'iperbole non é degenere.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto € diverso da zero, I'iperbole &
ruotata; poiché i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero , l'iperbole e traslata; poiché il termine noto dell’equazione e diverso da
zero, 'iperbole non passa per I'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al tipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data e I'’equazione di una
iperbole non degenere, ruotata, traslata e non passante per 'origine del sistema carte-
siano.

Ricerca del centro:
X

o , . oo [1 -4 2 _[0 x—4y+2=0
Risolviamo I'’equazione matriciale: [_4 7 1] [}11]_[0] - {—4x Ty +1=0
Le due equazioni del sistema sono le equazioni di due diametri coniugati dell'iperbole e
Precisamente ai punti impropri: X,,(1;0;0) e Y,(0;1;0).
x=2
y=1
Tali soluzioni sono le coordinate del centro C(2; 1), perché tutti i diametri di una conica

Risolvendo il sistema col metodo di Cramer si ha: {

passano per il centro.
Ricerca assi

Gli assi come i diametri appartengono alitadcrette passante per il centro, quindi 'eqoas
ey—1=m(x-2).

(C-A)++/(C-A)2+B2
B

ficienti della conica. Sostituendo in dettenfiula i valori, si ottengono:

m. = (7-1)-/(7-1)*+82 _6-10 _ -4 _ 1 | m, = (7-D+{(7-1)*+8% _ 6+10 _ 16 _ _
-8

1 -8 -8 2’ 2 -8 -8 -8
Pertanto le equazioni dei due assi sono:

th= x—2y=0 e t, = 2x+y—-5=0

Il coefficiente angolare € dato dalla formute, » = , dove A,B,C sono i coef-
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Ricerca asintoti.

Gli asintoti sono le rette passanti per i puntiiogsi dell’iperbole e passanti per il suo centro.
Pertanto scomponendo in fattori il trinomio di @edo grado e per ogni fattore trovando il fascio
improprio di rette: ciod@ % 8xy + 7Y = (x - 7y)(x-y) ; x—-7y+h=0 e x—-y+%k0; e,
imponendo il passaggio per il centro, si trovamaloridihek: 2—-7+h=0> h=5,
2-1+k=0- k=-1, edinfine sideterminano le equazicegldasintoti, che sono

si=x—=7y+5=0 e s, =x—-y—1=0

Ricerca vertici:
| vertici si determinano intersecando l'iperbolenagdi assi: cioe risolvendo i sistemi:

{x2—8xy+7y2+4x+2y—4=0 R {45x2—180x+181=0
2x+y—-5=0 y=5—-2x

Poiché il discriminante del trinomio & = -45 <0, le sue soluzioni sono coniugate e complesse
non accettabili nel campo reale.

_ 5%V5
{x2—8xy+7y2+4x+2y—4=0 . {5y2—10y+4=0 Lo )T s
x—2y=0 x =2y _ 10+2V5

L'asse t; costituisce I'asse trasverso, mertirasse secondario. | vertici sono

A (10—52\/3 ; %) e v, (10+52«/§ : 5+5«/§)

Ricerca fuochi e direttrici.

Per la ricerca dei fuochi e delle direttrici applaamo il metodo delle trasformazioni e quindi e
necessario determinare la matrice della trasforom&zioto-traslatoria.

Intanto sappiamo che i fuochi appartengono all'dea®verso, pertanto le loro coordinate saranno
del tipo: F(Z; a) ; e che le direttrici sono due rette perpendic@Hiiasse trasverso, pertanto le
loro equazioni sono del tipo 2x +y +h =0.

Ricerca equazione canonica.

L’'equazione canonica dell'iperbole ex? + by?+ ¢ =0, con a e b autovalori dellinvariante

det]3

uadratico della conicas Je ¢c=——.
q 2 J det]2

Calcoliamo gli autovalori , risolvendo I'equazioc&ratteristica dixd det[], — AI] =0
1-4 —4
» 7_/1]=o > 12-81-9=0 > L =-le A, =9
Det3=-9 , detg=-9 , pertanto il valore di ¢ =1. Quindddjuazione canonica risulta, posto
a=1, eb=1,, —x?+9y?+ 1 =0, che ridotta a forma normale diviene:
x2 yZ

e

1

Che sviluppata risulta:det [

1
9
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Da cui possiamo ricavare le coordinate dei fuoléh(—@; 0) , B (@ 0)

. .. . 3vV10 3v10
Mentre le direttrici relative sono e x = —% e dz%

Calcoliamo gli autovettori relativi agli autovaloky, e A, di b

M=-1 - [2_4 _g][ﬂ:[g] N {2x—4y=0 - x=2y - 7,(2;1)

—4x+8y =0
w=9 - [0 TIGI=l -~ SRl - v=- - wend

verifichiamo se i due vettori sono indipendenteeseno ortogonali:
perché siano indipendenti la matrice da essituitstideve ammettere determinante diverso da

zero: det [12 _12] =-4 -1 =-5¢ 0, quindi i due vettori sono indipendenti;

perché siano ortogonali il loro prodotto scalareedessere nullov; - v, =2-1+1-(=2)=0
quindi i due vettori sono ortogonali

Normalizziamo tali vettori: per normalizzare untee¢ basta dividere le componenti per il modulo
del vettore:||v;|| = V4 + 1 =V5 =||v,]|, quindi i due vettori normalizzati risultano:

R(E) o u(-a)

Con tali vettori ci costruiamo la matrice ortonotenehe costituisce una base s :

2 1
_ |
B = -
V5 V5
2 1
. - . N Y NG N
L equazione matriciale della trasformazione ratazaile e [y] - ‘/f ‘f [y]
NERNE
Il vettore traslante e quello le cui componentisticoordinate del centro dell'iperbol@i (2;1)
2 1
: X NN e ,
La trasformazione roto-traslatoria éy] - ‘/f ‘2/3 [y] + [ﬂ , che trasformata in forma
NERNE

{x’=§(2x+y—5)

y’=§(—x+2y)

normale e p oLy iz
V5

y - \/ig(x+2y)+1
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Infatti, applicando tale trasformazione all'equamdalella conica data, otteniamo I'equazione
canonica:

|z @x-» +2]2 -8l -y +2|[zG+2) +1]+ 7| +2) + 1]2+
+4[%(2x—y)+2] +2[%(x+2y)+1] —4=0

4x% + y2 + 20 — 4xy + 8V5 — 45y — 16x2 — 32xy — 16V5x + 8xy + 16y% + 8V5y — 16V/5
—32V5y — 80 4 7x2 + 28y2 4 35 + 28xy + 14V5x + 28V5y + 8V5x — 4v/5y
+40 4+ 2V5x + 4V5y + 10 =20 = 0

Sommando i monomi simili si ha: x5+ 45y2 + 5 = 0, dividendo ambo i membri dell'equazione
per -5, si ottienex? — 9y% — 1 = 0, che ridotta in forma normale si ha la forma cacan
dell'iperbole:

x?2

X2y 1
1 1
9
| fuochi e le direttrici della conica data sonaedapplicando la trasformazione:

x! =\/i§(2x—y)+2
1 = \/ig(x+2y)+1

p

x - §(2x+y—5)

y - S(-x+2y)
in quanto partiamo dall’equazione canonica e ndfredaazione della conica data:

A(-22+2; -2+1), R(B+2; 24 1);
di=2x+y——= W =0 e d=2x+y- 10*;“7:0
Ricerca eccentricita:
. . 1. s V10
semiasse trasverso = 1 , Semilasse SECOI’?d&'gI’IO—> eccentricita. e = —

Grafico
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7) Data I'equazione della conicax? — 2xy + 7y? + 34x + 2y + 31 = 0, stabilire il tipo e
determinare, nel caso che non sia degenere, petté,notevoli, equazione canonica,
specificando il tipo di trasformazione alla qualst&ta soggetta la conica e scrivendo le
equazioni della trasformazione, ed infine traccibrelativo grafico.

Risoluzione

Per stabilire ikipo di conica calcoliamo il discriminante del trinondosecondo grado presente
nell'equazione: A = 4 — 196 = -192. Poich& < 0, la conica € un’ellisse. Per stabilire se la
conica e o non e degenere calcoliamo il determéndella matrice cubica associata alla conica:

7 -1 17
]3:det[—1 7 1]=(1519—17—17)—(2023+31+7):-596
17 1 31

Poiché tale determinante e diverso da zero l'ellisse non é degenere.

Poiché il coefficiente del monomio di secondo grado misto & diverso da zero , l'ellisse e
ruotata; poiché i coefficienti dei monomi dove le variabili compaiono a primo grado sono
diversi da zero, I'ellisse e traslata; poiché il termine noto dell’equazione é diverso da zero,
I’ellisse non passa per I'origine del sistema di riferimento.

Relativamente al #ipo in sintesi possiamo dire che '’equazione data € I'’equazione di una
ellisse non degenere, ruotata, traslata e non passante per I'origine del sistema cartesiano.

Ricerca del centro:
X
. . ) . .o [7 -1 17 _J0 7x—y+17=0
Risolviamo I'’equazione matriciale: [_1 . 1] l}lll_[o] - {—x 7y +1=0
Le due equazioni del sistema sono le equazioni di due diametri coniugati dell’ellisse e
precisamente ai punti impropri: Xo,(1;0;0) e Y,(0;1;0).

5
X =—=
Risolvendo il sistema col metodo di Cramer si ha: 2

y=-3
. - . 5 1 . Coo .
Tali soluzioni sono le coordinate del centro C(_E ; _E)’ perché tutti i diametri di una

conica passano per il centro.
Ricerca assi

Gli assi come i diametri appartengono alitadcrette passante per il centro, quindi 'eqoas
N 1 5
ey+s=mx+2).

, dove A,B,C sono i coef-

Il coefficiente angolare € dato dalla formube, > =

(C—-A)+y/(C-4)2+B2
B

ficienti della conica. Sostituendo in dettenfiula i valori, si ottengono:

(7-7)-\/(7-7)2+(-2)? -2 . (7-7)+/(7=7)2+(-2)? 2
m1= _2 =_—2=1 y m2= _2 =_—2=—1
Pertanto le equazioni dei due assi sono:

th= x—y+2=0 e t, = x+y+3=0
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Ricerca vertici:

| vertici si determinano intersecando I'ellisse ghnassi: cioe risolvendo i sistemi:

—-10+4

{7x2—2xy+7y2+34x+2y+31=0_) {4x2+20x+21=0 . X12 = 7

x—y+2=0 y=x+2 y1‘2=_24i4
X, = —2 X, = —>
T 272 7,_3 3.1
{ __3 € _1 AL(_E’_Z)’ Az(_z’z)
Y1 =73 Y2 =3
_ —5+V3
{7x2—2xy+7y2+34x+2y+31=0 . {2x2+10x+11=0 Lo )T
x+y+3=0 y=-x-—3 _ -1F3
Vi =~
x_—s—\/i x_—5+\/§
1= 2=, —5—V3  -1+/3 —5+v3 -1-V3
—1+«/§e -1-v3 Ej1(2'2)’82(2’2)
Y1=—; Y2 =,

. . . . 6 .y 2
Semiasse maggiore av2 ; semiasse minore b% ; semidistanza focale c%;

TN 1
eccentricita e =
Ricerca fuochi e direttrici.

Per la ricerca dei fuochi e delle direttrici applaamo il metodo delle trasformazioni e quindi e
necessario determinare la matrice della trasforom&zioto-traslatoria.

Intanto sappiamo che i fuochi appartengono all’agsecipale: y = x + 2 , pertanto le loro
coordinate saranno del tipo: Fa(; « +2) ; e che le direttrici sono due rette perpendicolar
all'asse principale, pertanto le loro equazionicdel tipo x +y + h =0.

Ricerca equazione canonica.

L’equazione canonica dell’ellisse éax? + by?+c =0, con a e b autovalori dellinvariante
. . det]3

rati Il nica; = .
guadratico della conica; Je ¢ dot ),
Calcoliamo gli autovalori , risolvendo I'equaziocaratteristica dixd det[], — AI] =0

-1
S0 o o1mavas=0 5 a=6e

Che sviluppata risulta: d{ez_z A

Az = 8
Det 3=-576 , deta=48 , pertanto il valore di ¢ =-12. Quin@duazione canonica risulta,
posto a s1; e b =1,, 6x?% + 8y? — 12 = 0, che ridotta a forma normale diviene:

xZ 2
2y
23

2

Da cui possiamo ricavare le coordinate dei fuoléh(—g; O) R (ﬁ; 0)

2
Mentre le direttrici relative sono;& x = —2v2 e d=2V2
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Calcoliamo gli autovettori relativi agli autovaloky, e A, di b

L L | R IR Bl N

-x+y=0
e=e > [21 RIS - {52320 - y=—x ~ meLD

verifichiamo se i due vettori sono indipendenteeseno ortogonali:

perché siano indipendenti la matrice da essi toiistideve ammettere determinante diverso da
1 -1
1 1
perché siano ortogonali il loro prodotto scalareedessere nullov; - v, =1-(-1)+1-1=0

quindi i due vettori sono ortogonali
Normalizziamo tali vettori: per normalizzare untee¢ basta dividere le componenti per il modulo

del vettore:||v;]| = v1+ 1 =V2 =||v,||, quindi i due vettori normalizzati risultano:

T(L.L) o v—>(_i.i)
\vz'’vz 1 V2 V2
Con tali vettori ci costruiamo la matrice ortonotenehe costituisce una base s :

zero: det[ ] =1+ 1=2# 0, quindi i due vettori sono indipendenti;

I
_|v2 TV
B=7 7

2 V2

1 1
. .. . P 4 NN N S
L equazione matriciale della trasformazione ratazaile e [y] - ﬁl ‘2/7 [y]
N
Il vettore traslante e quello le cui componenticstacoordinate opposte del centro dell’ellisse:

ﬁ(s 1)
w ==
2’2

. .[x )
La trasformazione roto-traslatoria %y] - , che trasformata in forma

-1
r(bl-
\/_

2

[E=y
|- Sl
N[RLrN]O

{ x’=\/2—5(x+y+3)

y’=‘/2—5(—x+y—2)

normale e P T 5
x > 5x-y)—3

1 1
y = Fxty)—;

Infatti, applicando tale trasformazione all’equamdalella conica data, otteniamo I'equazione
canonica:

R L PR TR

+34[\/—%(x—y)—;]+2[%(x+y)—%]+31:0



2 ooy 72 35 35 S 1 .5 .5 57,
=x“=Txy+=-y* —— — ——X —Xx—— — —y—-=+=
20 T T Y T e YRR R TR T2
7 7 7 7 36 3
+7xy+ =y ——x—— —+—x——=y—55=

Sommando i monomi simili si ha:x6+ 8y? — 12 = 0, dividendo ambo i membri dell’equazione

2 2
per 12, si ottiene% + yT — 1 = 0, che ridotta in forma normale si ha la forma cacan
2
dell’ellisse:
2 2
X
ST =1
2 3
2
| fuochi e le direttrici della conica data sonaedapplicando la trasformazione:

11 )53

{x =50

— _1

-1 y = \/E(x+y) 2

P

x - ‘/Z—E(x+y+3)

y - ‘Q—E(—x+y—2)
in quanto partiamo dall’equazione canonica

e non dall’equazione della conica data:

F(=3;-1), R(-2;0);

di=x+y+7=0 e d=x+y—-1=0

Grafico

~ P\;/




CARILO V 195

PROPRIETA METRICHE E PROBLEMI
SULLE CONICHE

1 Parabola

- Area del segmento parabolico:

Ricerca dell’area della parabola col metodo dusBane di Archimede:

Fig. 1

Dimostriamo che I'area del segmento parabolicgiatio in figura 1) e ig dell'area del triangolo
QOP, essendo QP parallelo alla tangente, in quesio all’asse delle ascisse, nel vertice della

parabola. Qualora QP non fosse parallelo alla tategeel vertice, si traccia la tangente geometrica
alla parabola parallela alla corda QP, questa témgarabola nel punto T; si dimostra , sfruttando

L . . , .4
le trasformazioni affini delle figure piane che arecl’'area del segmento parabollcoée idell’area

del triangolo PTQ.

Sia data I'equazione della parabola nella formasita y = a %: cony = OH, x = HP e alzdove

| e il latus rectus. Dividiamo il segmento parabwlic due parti uguali: QOH e HOP, sfruttando la
simmetria della parabola canonica rispetto al saseaOH. Consideriamo il segmento OP’
proiezione dell'arco OP di parabola sulla tangeait@ertice e dividiamo in 2 parti uguali OP’ e
siano OB’=B’P’; dividiamo

| segmenti OB’ e B'P’ in due parti uguali: OA'’=A'Bé B’'C’= C'P’ ; dividiamo i segmenti OA’,
A'B’, B'C’, C'P’ in due parti uguali: OD'=D’A’, AE’=E'B’, B'F'= F'C’, CE'=E'P’; e cosi di
sequito.

Da questi punti tracciamo i segmenti paralleli giremi detti punti e i punti di intersezione con
'arco di parabola: D,AE,B,F,C,E,P. L'area di mesiggmento parabolico sara la somma di tutti i
triangoli cosi determinati:
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ASegHop) = Auor + Aose T Aons + Aoce T Aopa t -

La formula della parabola per un generico puntod@ta da : OH = | Hfhella forma classica.
Calcoliamo ora le diverse aree dei triangoli:
Acor = SHPHO = S HP o HP?)= L1 Hp?
2 2 2
Aoer = Aorr ~ Aose ~ Aegpp =
%HP [PP'—%OB'[BB'—%(BBWP')EB' S % HP EPP'—%(% HP) EBB'—%(BB#PP‘)[HP =

=lvprpr-thpme-tHpBE-tHPPP= 1P PP-lBB-LlBE-1PP =
2 4 4 4 2 2 2 2

2
= 1HP(1 PP'—BB'] =2 hp L P2 —|(£] =L mpe =LA,
2 (2 2 |2 2 8 8

Aons = Pose ~ Poas ~ Amaes ™

= 1OB'[]HS' B —EOA'B\' A—1 A B'[(]AA'+BB') =
2 2 2

ZEOB'[B'B—E 1OB' DA\'A—1 1OB' [ﬂAA‘+BB'):
2 2\ 2 2\ 2

= 1OB'(BB'—1 AA'—1 AA'—1 BB') = 1OB'E@1 BB'—AA') = 1OB'[é1|OB'2—1|OB'2j =
2 2 2 2 2 2 2 2 4

1 1(1 1
==I0B°==[=IHP® |==
8 8E€8 J SAOBP

Aece = Aggpr ~ Asgcc ~ Accrp =
= % B'P'(BB+PP) —% B'C'(BB+CC') —%C' PCC+PP) =
- leper+PP)- 1 lo'P|(BB+CC)- 1 LB'P |{CCH+PP) =
2 2\ 2 2\ 2
= 1 B'P'1IBB'+ PP'—1 BB'—ECC'—ECC'—1 PP |= 1 B'P' 1 BB'+1 PP-CC' | =
2 2 2 2 2 2 2 2
1

1(1 1 1 9 1
L e tmpz+ timpr - Lp2 | =t ipe =1 =A
2[2 J(s 2 16 J 8 8 BAOBP no8

Iterando il procedimento, abbiamo che

1
AODA = AAEB = ABFC = AcGP = gAbAB
Pertanto I'area del semisegmento paraboliggpfé dato da:
Ap = SHP® + 2iHP* + 2P + 2L Hpe + ..
2 8 8 8 8 64

mentre I'area dell'intero segmento parabolicgpAe dato da:
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1 1 1 1.1.1
=2 =IHP® +ZIHP® + —IHP® + —[HP® +...= [HP®| 1+ =+ —+ — + ..,
Fooe = 2Av0r 4 16 64 ( 4 16 64 j

dentro parentesi si nota la somma infinita di urtggpessione geometrica di raglmzre

pertanto tale somma vale: S, :il:g; quindi sostituendo
1_i

4

otteniamo il valore dell’area D

del segmento parabolico: Q6p=g|HP3 :g P[ZOH

Nel caso che la corda QP non ¢ parallela alla taegeel vertice
(figura 2 ), si determina la retta tangente paabola

parallela alla corda e si individua il punto diganza T, che con gli :
estremi della corda che determina il triangolo @T$? applica la __._;.7;..,/: T
stessa regola: cioé l'area del segmento parabaoiieocettato dalla

corda QP e % dell'area del triangolo QTP.
Fig. 2

- Sottotangente , sottonormale e proprieta relatavgertice. Fuoco, direttrice
e tangente
Relativamente alla figura 3) , sia data la paratwalnonica
di equazione y = &di vertice O(0;0) e fuoco F ( O4i)
a

Sia P un punto della parabola di coordinate of; @ ).
Sia t la retta tangente alla parabola in P, leequiazione &
y= aa(2x—a). Sia T il punto di intersezione della
tangente t con I'asse della parabola (x =0) :

{y =aa(2x-a)

x=0

T ha coordinate T (0 ;ed). Sia n la retta normale alla
parabola nel punto P, la cui equazione &

1 1 5
y=——x+—+aa
2aa 2a

Sia N il punto di intersezione della retta

Fig. 3
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normale n con l'asse della parabola, le cui coatdinsono date dalla risoluzione del sistema:
SIE B B 1
Y= "%a" " 2a :cio@ N(0:-—+aa?)
_ 2a
x=0
Sia H il piede del segmento di perpendicolare cttodia P all’asse della parabola: H ( @2 a

Def. 1) Si chiama&ottotangentd segmento HT, mentreottonormaldl segmento HN.

Il triangolo TPN € un triangolo rettangolo in P,iplotenusa NT ; la sottotangente e la sottonormale
costituiscono i segmenti proiezione sull’asse @ett PT e PN. Pertanto relativamente al triangolo
TPN valgono i teoremi di Pitagora ed i due Teordniuclide: cioe

NF=PN+PT ; PH=NHeHT ; Pf=HT+TN e PN=NH«TN
Nel calcolare le coordinate del punto medio dehs&gto NT, si nota che tale punto medio coincide
con il fuoco della parabola M = F; da qui possiamo affermare che PT, relativaemahtriangolo
NPT , e la mediana relativa ad NT, ma in un tridagettangolo la mediana relativa all'ipotenusa e
la meta dell’ipotenusa stessa , quindi NF = FTF= P
Nel calcolare le coordinate del punto medio dehsegto HT, si nota che tale punto medio coincide

con il vertice della parabola : HO = OT. Consideraail triangolo PHT, questo risulta rettangolo in

H. In questo triangolo O & punto medio di HT. Lagante in O alla parabola, che nel nostro caso
coincide con l'asse delle ascisse, € perpendic@li@sse della parabola ( in quanto asse delle
ordinate) e pertanto PH e parallelo a tale tangehie interseca I'ipotenusa PT nel punto S, che per

il corollario del teorema di Talete S risulta punmtedio di PT e di conseguenza O%PH quindi

S ha coordinate S%,O); ed inoltre PHT e equivalente al rettangolo PHQid,ché costituito da

somma di poligoni congruenti.
Da queste considerazioni di Geometria Analiticaspaoao fare delle osservazioni

Osservazione 1)

Tracciato il segmento di perpendicolare da Pdifettrice : sia PR , questo interseca I'asse delle
ascisse ( cioé la tangente alla parabola nel eejtinel punto M , di coordinate Mo ; 0 ); si
dimostra che i triangoli PMS e SOT sono congrugeti il secondo criterio di congruenza dei
triangoli. Si dimostra pure che il quadrilatero =& un rombo con le diagonali perpendicolari e

pertanto F e R sono punti simmetrici rispetto adusndi R avra coordinate Ru(; -4—) .
a

Sia Q il punto di intersezione della retta tangdnten la direttriced, le cui coordinate sono date
dalle soluzioni del sistema:

{y =aa(2x — a) N Q(4a2a2_1 . 1)

1

y = — 8a2a '  4a
a
Si tracci da Q la parallekalla retta normale. La rettas ha equazione:
B 1 4a’a? — 1 1
Y= T 2aa\” 8a’a 4a

Mettendo a sistema tale retta con la parabola:
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B 1 4a’a? -1 1
Y= 2aa X 8ala 4a
y = ax?

Tale retta interseca la parabola nel punto ngz_a ; @), pertanto risulta tangente in detto
punto. Ora la retta &€ perpendicolare &a di conseguenza la retsa@ perpendicolare taPoichés et
sono rette tangenti condotte da Q, punto delldtdwe. Il punto Q risulta, con facili passagginpa
medio delle proiezioni W’ e R dei punti di tangeriza W sulla direttricd: si prova pura che

QF = QW' = QR. Tale situazione puo essere geneatiz per tutti i punti della direttrice. Inoltre
note le coordinate di Q € possibile determinare éaliatamente le coordinate dei punti di tangenza

delle tangenti condotte da Q , dopo aver determinat distanza QF , alla parabola: sia Q

1 . . B O s S
xQ;—4—a un generico punto della direttrice e sia QF—= I punti di tangenza ile

2a
h g JAa%(xy)? +1 JAa%(xy)? +1
anno coordinate + a Xy +
? H %o 2a Q 2a
J4a2(x,)? +1 J4a%(x,)? +1
To| X~ %o & Xo ©
2a 2a

Da dette considerazioni possiamo definire la dictdi una parabola

Def. 3) La direttrice di una parabola ¢ il luoggometrico dei punti del piano tale che le rette
tangenti condotte da tali punti sono perpendicdtarloro.

Osservazione 2)

Dall" aver verificato che FT = PR = HD, possiamaldee un metodo per costruire per punti la
parabola.

Infatti, fissati sul piano il fuoco e la direttec( Fig 4 ) , si traccia
la perpendicolare da F alla direttrice e si fidgaunto medio O del
segmento di estremi F ed il punto D: intersezidaba direttrice
con la perpendicolare condotta dal fuoco. A padaedetto vertice
O nel verso del fuoco, si prenda un generico ptfjtappartenente -
alla perpendicolare e si traccia da esso una pmtallela alla _ AN
direttrice e siap, quindi si traccia una circonferenza di raggio HyD [ AP \
e centro F. La rettg e la circonferenza si intersecano in due punti,| | _ I
che hanno la caratteristica di essere equidistaitiuoco e dalla \ L)

direttrice e quindi sono punti della parabola chdramo a costruire
raccordando tutti i punti al varia dijlSull’asse.
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Osservazione 3

Dall’aver verificato che PFTR & un rombo,

-) possiamo dedurre che la tangente in un purita parabola e la bisettrice dellangolo FPR

-) Latangente al vertice di una parabola inteasegni altra tangente t alla parabola in un punto
proiezione ortogonale del fuoco su tale tatgen

-) Il punto simmetrico del fuoco rispetto ad uremegrica tangente appartiene alla direttrice della

parabola.

Possiamo sfruttare le considerazioni di quest'dtiosservazione per determinare le coordinate
del fuoco e l'equazione della direttrice, nota liegione della parabola; e , determinare
geometricamente il fuoco , infatti se N e il pudidncontro della normale alla parabola in P, la
retta parallela alla retta tangente in P alla paleabondotta per il punto medio del segmento PN
interseca I'asse nel fuoco F.

- Proprieta generali sulla Parabola
Dalle considerazioni effettuate al numero 2 possidedurre queste prime due proprieta:

Proposizione 1). L’asse di simmetridalplarabola € un diametro, cosi pure tutte le semi-
rette parallele e concorde allassawshte 'origine sulla parabola sono diametri della
parabola.

Proposizione 2) | punti medi delled®di una parabola aventi la stessa direzione appar
tengono ad un diametro della paralogétp diametro coniugato a tale direzione.

Proposizione 3) Ogni corda AB della parabola & & \ 5 _
parallela alla tangente nel punto di ascissa ugakidemedia \' .. 2a
aritmetica delle ascisse di A e B. \"

Dimostrazione.

Sia data la corda di estremi A(ax?) e B(x% ; ax3) , sia

2 2 !
axp—axy, . . . ! HE
:# il coefficiente angolare della retta sostegnoadell -~
B™1A ]
. axé—axi
cordaABsia £y = 1 + h laretta parallela ad AB
B—1A
imponiamo che tale retta sia tangetéeparabola: cioe il discri- Fig. 5
minante del sistema
2
y = a 2.2\ 2 2.2\ 2
axp—ax . 1 (aXp—ax
ax}—axj A =<M> +4ah =0 dacui h =——<M)
y==2—"4x+h XB—X4 4a\ xp—xy
XB—XA
. . . . . . 1 ax%—axi
il punto di tangenza di conseguenzddsissa soluzione del sistemar ( —=——~
BT A
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alxp—x4)(xg+x4)
XBp—XA

che scomposto in fattori il numeratez%le[

Xp+x . . . . . .
valore% , che risulta la media aritmetica delle ascissg diB.

] e semplificato da come

Proposizione 4pata la retta tangente alla parabola nel puntaw®sta interseca la direttrice
nel punto M. L’'angolo PFM e retto.
Dimostrazione.

Siano dati I'equazione della parabotag ¥ , il fuoco

1 N _ 1 ,
F(0-),ladirettrice y= " ed il punto P (% ax; ).

La retta tangente in P alla parabola=2axx — y, . Il
punto di intersezione M tra la tangemnta direttrice
1
dato dalle soluzioni del sisterr{a : YT T
y = 2axpX - ax,

1 1 1
M (—(ax§ ——) ;- —
2axy 4a 4a

Determiniamo i coefficienti angolarillderette sostegno di PF e MF: Fig. 6

2 1 2.2 1 1
= AXp—a, _ 4a“x“-1 | Mae = “Za Za . “taxp
- - ’ -1 1\ ™ 402+2—
Xp 4axy - z.a_xp(axlz’_ﬁ) 4a-xp 1. |
Perché le due rette sostegno di PRWFdsiano perpendicolari deve valere la relazione

Mpe - Myr =-1.

e 4a%x%-1 —4ax, . . D
Verifichiamo : , semplificando si ha - 1: cioe le rette sostegpnNo

axp, 4a?xj-1
perpendicolari e quindi I'angolo forrmata PF e FM e retto.

Proposizione 5) Una parabola divideidrtgolo circoscritto, costruito sulla corda AB con
le retteate  tangenti alla parabola in A e B, in due parti elguali una e doppia dell’altra.
Dimostrazione

Siano dati I'equazione della parabotagy¥ , i punti
A(x%;axs)eB (% ;ax): estremidella corda AB; siano
tha =y = 2ax,(x — x,) + ax;
tg =y = 2axg(x — xp) + ax3
le rette tangenti rispettivamente in i 8. Queste si
intersecano nel punto C di coordindtge dalle soluzioni del
Sistema{y = 2ax,(x — x,) + ax?
y = 2axg(x — xg) + ax3

C(xB;rxA ;axAxB). L’area del triangolo ABC € , note le
coordinate dei vertici,

XA axz 1
_1 2 q|_1 3 ,
A==| XB axp ==(xg — x4) Fig. 7
Xpt+xa 4
—  axgxg 1

Andiamo alla ricerca del calcolo dejsento parabolico individuato dalla corda AB.

2
Il punto di tangenza della retta pafalialla corda & Tx(B;rxA ;a (xB;rxA) )

Pertanto sempre applicando le maltiariea del segmento parabolico e
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XA ax3 1

41 2 21 1
Ar= —~| *B aXp 22 G — x0)3 =7 (0 — %)
32 Xpt+xa Xp+xa 2 34 6
()
: z2 2
L’area del triangolo mistilineo é :

Az = A—Ar = — (x5 — %5)°
Dacui A; = 2A, lasserto: la parabola divide il triangolo @scritto in due parti
di cui una é il doppio dellaltra.

Proposizione 6) Una parabola che sstes 'asse delle ascisse nei punti (&) e (%;0)
ha equazione y = a({x-x,); se x=x,=% , allora I'equazione diventa y = af}?

Analogo ragionamento per quanto rigadiejuazione della parabola con asse parallelo
all'asse delle ascisse.

Proposizione 7) Una parabola con asedlpkp all'asse y avente vertice in Vp(¥o) ha
equazione ey a (X-%)

Analogamente I'equazione della paralsola asse parallelo all’asse x: xxa (y-¥)?

Proposizione 8) Una parabola con asedlpk all'asse delle y e tangente nell’'originglile
assi O alla retta y = mx , ha equagipi aX+ mx; nel caso della parabola con asse

, : i R 1
parallelo all'asse delle ascisse, I'etjoiae €x = ay” + —y
m

Un metodo per trovare I'equazione di pagabola, del tipo y = & bx + ¢, passante per
tre punti, di cui sono note le loro adioate, € quello di uguagliare a zero il determiaan
della matrice d’ordine 4

x> Xy
X % Y
X2 % Y,
X X, Yy, 1

Proposizione 9) Due parabole con asshdiretria paralleli agli assi cartesiani, sono
sovrapponibili se hanno i coefficienti termini di 2° grado uguali in valore assoluto.

La dimostrazione consiste nell’applicadeuna delle due parabole una rototraslazione
con angolo di 180° nel caso che le dualmEe sono con concavita opposta oppure se
sono concordi nella concavita bastasemplice traslazione

Ricerca del massimo e del minimella funzione y=a+ bx + ¢ in un intervallo
[%; x1], si determina makf (x,), f (x,), f (%)} , min{f(x,), f (%), f(x,)}, dove
f(x) e il valore nel vertice della parabola.

Proposizione 10) Due parabole qualungeey® e y = ax?, sono omotetiche di rapporto
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= const

Costante k %
=l

La dimostrazione consiste nell'applicadeuna delle due parabole una trasformazione
Omotetica di rapporo k e centro O e v&aike che si ottiene la seconda parabola

Proposizione 11) Detto C il punto di intersezioediarette tangenti in due punti distinti A e
B di una parabola, la retta congiungdémtento medio M della corda AB con C ¢é parallela
all'asse della parabola.

Dimostrazione

Siano dati I'equazione della parabolagd, i punti
A(x;ax3)eB (% ;ax3): estremidella corda AB; siano
tha =y = 2ax,(x — xy) + ax;
ts =y = 2axg(x — x5) + axg
le rette tangenti rispettivamente in i 8. Queste si
intersecano nel punto C di coordinate da soluzioni del

sistema

y = 2ax,(x — x4) + ax3
y = 2axg(x — xg) + ax3

Fig. 7

+ _ Xp+x4  axi+axg . . :
ZBTXA L axaxg ). Sia M (=2 ; —2—E) il punto medio della corda AB.
2 2 2

Le ascisse di C ed M sono uguaﬁ‘—}éﬁ, pertanto si C che M appartengono alla retta

Xp+x . \ , . .
X = Bz 4 che manifestamente & una parallela all’asse dalleeyisulta in questo

contesto I'asse della parabola

Proposizione 12) Sia P un punto deltetttice della parabola, le rette tangenti condo#té®
alla parabola sono fra loro perpendigotao definisce la direttrice come I'ortotticalte
parabola.

Dimostrazione
Siano dati I'equazione della parabola /¥ e I'equazione

della direttrice y =ﬁ.8ia P(x; —ﬁ) un punto della }
direttrice. Sia ®p= y+--=m (x—x,) il fascio di . b

rette passante per P. Determiniamo le due rette del fascio
tangenti alla parabola, ponendo a sistema il fascio con

I'equazione della parabola ed imponendo che il discriminante St
del sistema sia uguale a zero: - : / .
— 4 x2
y = ax
! A=mz—4a(mxp+i)=0 |
y+—=m(x—xp) 4a !
m = 2ax, *./4a%x; + 1 Fig. 8

Le due rette tangenti hanno rispettivamente coefficienti angolari:
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my = 2ax, — \/4a?x} + 1 e BF 2ax, ++/4a’x} + 1
Perché le due rette tangenti siano pelipetari il prodotto dei loro coefficienti angolari
Deve essere -1: verifichiamo

(2ax, — [4a?x2 + 1)(2ax, + \J4a?xZ + 1) = 4a’x% — (4a’x2 +1) =-1
Pertanto le due rette tangenti condaiterdpunto della direttrice sono perpendicolari.

Proposizione 13) La circonferenza circdatzal triangolo ABC formato dalle rette tangenti i
tre punti M, N, P di una parabola passaldaoco della parabola.

Dimostrazione

Siano dati 'equazione della parabola /% e i tre punti

M( % ; axy ), N(xn s axg ), P(%; axp ) e le equazioni delle

tre rette tangentiin M, N e Ry y = 2ax,,x — axy ; \

NEy = 2axyx —axf ; b=y = 2ax,x —ax; :
Queste rette si intersecano a due a dieendimando un
triangolo di vertici A, B, C, le cubordinate sono date dalla \

risoluzione dei tre sistemi:

— 2
Y = 2axX, X — axjy A (FMEEN

_ 2 ( > axmyXy)
y = 2axyXx — axy
y = 2ax,x — axy Xp+xp

_ 2 ; AX Xy /i
y = 2ax,x — ax, 2

— 2
y = 2ax,x — axy Xp+AN

) S 5 AXpXy Fay

y = 2axyx — axy

2y +Xp+XN | aXy (xN+xp))

Determino due assi del triangolo ABC e sidd ( ” ; >

Bc(zx”ﬂ;mx’v ; 2 (x’z" +xM)) i punti medi dei lati AB e BC.

1 2xp+(p+xn)(1+4a2x3
x + M (p N)( M)

L'asse diABe so = y= —

2axpy 8axy
) . \ _ 1 2xp+(em+an)(1+4a%x3
LassediBCé sp= y= — x+
2axyp 8axyp

Il centro della circonferenzacoscritta ad ABC e dato dall'intersezione dei dssi:a

1 2xp+(xp+xn ) (1+4a2x3
x + M (p N)( M)

2axy 8axpy
1 2xp+(xpm+xn)(1+4a?x2
o 4 ZptOarta)(4a)

Zaxp 8axp
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D(xp +xp+xN

" — a? XMXNXp; g, + (xMxp + xpyxy + xpr)>

Perché il punto F sia un puntdadeirconferenza circoscritta al triangolo ABC &
Necessario che la sua distanzaet#tto sia uguale al raggio della circonferenize c
Alla distanza di un vertice dehtrgolo dal centro della circonferenza stessa.
Verifichiamose d (F,D)=@&(D).

2

2 1 a 1 _
—-a xMxpr) + [Q + E(xMxp + xyxy + xpr) — =

Xpt+XM+XN
4

[d(F,DY= (

1
I6=(x,2w +xy + x5+ 16a*xyxgx) + 2xyxy + 2xyx, — 8a%Xjxyx, +

+2xyx, — 8a%xyxfx, v+ 16a*xgxl + 16a*xfx) + 1+

32a*xfxyxy, + 32a*xfxyx, + 32a*xixyxy — 8atxyxy — 8axyx, — 8atxyx,)=

=— (4a xpy +4a’xf + 4a’x; + 64alxyxfxg + 8atxyxy + 8atxyx, — 32atxfxyx, +
8a’xyx, — 32a*xyxyx, — 32a*xyxyx; + 16atxyxy + 16a*xyx; + 16a*xyx; + 1+

32a*xfxyxy + 32a*xfxyx, + 32a*xixyxy — 8axyxy — 8axyx, — 8alxyx,) =

= 641a2 [4a?(xZ + xf + x2) + 16a*(xgx} + x4x2 + xix2) + 64a®xgxixi + 1]

2 2
_ (Xptxmtxn 2 Xpm+HxXn 1 a
[d(A,D)]z—(T—a XmXnXp == +§+;(xMxp+xMxN+xpr)—axMxN

1 2
E(xp —xy —xy —4a xMxpr) + (1 + 4a? XmXp + 4q? XnXp — 4a xMxN) =

642

1 (16a*xpxgx) + xpy + xf + x5 — 8alxyxyxy + 8alxyxyx, + 8atxyxfx, N
16 —2XyXp — 2XNXp + 2XyXy

Py (1 + 16a* xMxp + 16a* xpr + 16a*xZx + 8a? XmXxp + 8a? XNXp — 8a’xyxy +

32a*xyxyxi — 32a*xfxyx, — 32a*xfxyxy) =

= a2 (64a xMxpr + 4a’xy + 4a’x% + 4a’x% — 32a* xMxpr + 32a* xMxpr +
+32a* xMxpr — 8a? XpXp — 8a? XnXp + 8a’xyxy + 1+ 16a*x4x% + 16a* xMxp +

16a*xfxp — 8a®xyxy + 8a’xyx, + 8a®xyx, — 32a*xpxyx, — 32a*x§xyx, + 32a* x5 Xy 2y )

e [4a?(xZ + xf + x2) + 16a*(xgxh + x4x2 + xix2) + 64a®xgxixi + 1]

Risultando quindi d (F,D)=d (A, D), ilpto F appartiene alla circonferenza circoscritta a
triangolo ABC.

Proposizione 14) Teorema di Cavalieri-SimpsgnUn trapezoide ABCD delimitato dalla parabola
f(x) =y = AX* + Bx + C, dall'asse delle ascisse e da due rettallele al'asse y e distanti 2h, ha

area c/l——(y0+ 4y, + y,), con B = f (xo) , yz—f(xz)edm—f( 2 ) ed h =
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Dimostrazione:

Dalla proprieta “ Ogni corda AB della parabola agtlela alla tangente
nel punto di ascissa uguale alla media aritmetatke édiscisse di A e B”,
sia T il punto di tangenza. Tale punto ha coordinat

(xz;_xo ; f (352"2'_350)> Il trapezoide € dato dalla differenza del trapezio

rettangolo ABCDe del triangolo mistilineo CTD.. —

, o 4. : .
L’area del triangolo mistilineo ed dell'area del triangolo CTD per il
teorema di Archimede mentre I'area del trapezio mw
Siano A(%;0),B(%;0),C(%;y2),D(X%;Yo), 5|anoAB X=X, Fig. 10
AD =vyp, BC=y.
L’area del triangolo CTD é data, applicando le imoatr

X0 Yo 1
—1lx 1 =10 _ _r, 1
Acrp =3 x22+x1 ;’2 ) =3 (x2 — xo) (}’1 > Yo 2)’2)
2 1

Mentre quella del trapezio e
(Y2+y0)(xX2—x0)
2

Apnscb =
Sommando, si ha:

= [t ) (3~ 2y - by, + )

272 2
Xx, — xo) E (}’1 _%YO - %}’2) + %(}’2 + YO)] =

(x2—x0) (x2—x0)
:%(4}’1—2}’0—2)’2"‘3}’2‘*‘3}’0):%(4)’1"‘}’2 + o)

Da cui, posto 2h &, — x,), Si ha

h
A= + 4y1 +y2)
Che ¢ la formula di Cavalieri-Simpson: formula skeve nell'integrazione numerica per
approssimare degli integrali finiti

Coefficiente angolare della retta tangente allagdasla in un suo punto
Sia data I'equazione della parabola y 2 #bx + ¢ e sia P un punto della parabola.

Proposizione 15) Il coefficiente angolare dellaginte alla parabola nel punto P e
m=2ax+Db.

Dimostrazione.

Consideriamo il fascio di rette passante per p;(@x; + bx, + ¢ ):
P=y-(axg+bp+c)=m(x-x)
Mettiamo a sistema questo fascio con I'equaziotia garabola:
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y = ax? + bx + ¢
Risolviamo, ponendo il determinante uguale a:zero
2 2 —
ax*+(b-m)x+c+mx,— ax; — bx,—c =0
Elimino i monomi uguali ed opposti :

{y— (axy; + bx, + ¢) = m(x-xp)

ax?* + (b —m)x + mx, — ax; — bx, = 0
4= (b—m)?—4a(mx, — ax2 — bxp) =0
Operiamo algebricamente

m? — 2bm + b? — 4amx, + 4a2x§ + 4abx, = 0
m? — Zm(b + 2axp) + b? + 4a*x; + 4abx, = 0

m= b+ 2ax, \/(b + 2axp)2 - (b2 + 4a’x} + 4abxp)

m= b+ 2ax, \/(b + Zczxp)2 — (b + 2axp)2

dacuilaformula m=2axb

Pertanto applicando questo risultato, possiamameétare I'equazione della retta tangente in P,
basti sostituire ad m del fase® il valore trovato

NB Tale punto P ha come ascissa I'ascissa delopuetlio di una qualunque corda parallela alla
tangente in P.
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2 IPERBOLE

-) Area che sottende I'iperbole equilateranell'intervallo A’D’ tra il ramo AD e I'asintoto
orizzontale ( vedi figura 10)

Fig. 11

Fu Gregorio di San Vincenzo ( 1584 — 1667), gediatamingo, I'aver trovato I'area dell'iperbole
equilatera xy=1 tra due punti di ascissa assegnatb.

Egli aveva mostrato che se lungo I'asse dellesegnava a partire da x=a una serie di punti in
modo tale che gli intervalli compresi fra di es®srano in proporzione geometrica, e se da questi
punti si tracciavano le ordinate all'iperbole xyallora le aree delimitate dalla curva e dalle
ordinate successive erano uguali. Ossia, conskere delle ascisse in proporzione geometrica,
'area compresa tra la curva e I'asse delle ascigszeva in proporzione aritmetica , per cui
deduce A=Inb-Ina dove il logaritmo & I'operatore neperiano.

Vediamo un possibile percorso effettuato dall’agtiorquestione. Egli parte da una constatazione,
da lui stesso scoperta che se consideriamo urdargerbole, in questo caso AD, e lo proiettiamo
sull’asintoto orizzontale otteniamo l'intervallo B’; se dividiamo tale intervallo in una sequenza
consecutiva di intervalli la cui lunghezza € ingnessione geometrica mentre le aree dei trapezi,
aventi tali intervalli come altezza e gli altri duertici giacciono sul ramo di iperbole, si sussayu

in progressione aritmetica: qualunque sia la sexpieansecutiva di intervalli.

Pertanto I'area dei pluritrapezi &€ data da n-1 elaimdella progressione geometrica per I'area di un
trapezio. Verifichiamo con un esempio

Esempio: Nel nostro caso consideriamo l'intervfillo 8] ed inseriamo due medi geometrici :
otteniamo cosi la progressione geometrica: 14 28. Tale sequenza individua tre trapezi di
altezzagliintervalli[1;2],[2;4] e[48]. Tracciate le verticali all’asintoto orizzah agli
estremi di tali intervalli, queste intersecanaino di iperbole nei punti di ordinata:

1-1 2 — 4 —
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Pertanto I'area dei tre trapezi é :

(1+ ;J(Z - 1)

A= >

_3 : —
= A, =

L'area totale A =3 A= %= 2,25

Se adesso inseriamo otto medi geometrici, per egala delle progressioni geometriche, la ragione
della progressione e : é,@ =%/2: otteniamo cosi la progressione geometrica:

1;%2 ;34 ;2,802 ;284 ;4,402 ;434 ;8
| termini della progressione sono 10, pertanto salguenza individua 9 trapezi di altezza gli
intervalli : [1;3/2], [3/2 ;%/4],[3/4; 2], [2; R/2], [2¥2; 24], [ 2¥4; 4], [4; &/2],

[4§/§; 4%] , [4i/Z; 8 ]. Tracciate le verticali all’asintoto orizzah agli estremi di tali intervalli
gueste intersecano il ramo di iperbole nei puntrdinata:

1 51 Q/E_,i '{/Z_,i

12 2

............. e cosi dgslito
1 1 1
2L s . L PR
2 a 2

Pertanto I'area dei trapezi &

(“%lij(ﬁ_l):%—l |

_ _ 32 34 _ — )
A= 2 22 A 2 k2
1 1 ,
A3=(2+%Zj(2_ﬁ)=%—1.
. A5

Anche in questo contesto le aree si susseguoreugttali, quindi costituiscono una sequenza in

progressione aritmetica
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Possiamo ora iterare il procedimento ed inseri@rédi geometrici, il numero dei termini della

L'areatotalee A=9A= 9 =2,09799

sequenza e 181 e i trapezi sono 180: la ragioteedprogressione e q‘éé@ =42 .

(1+E;§j(%¢§—1) -1
2 292

[180=2,07949. Osservando i valori si nota che al crescere adgienti della

L'area del primo trapezio eA =

¥4-1
22
sequenza di suddivisioni la spezzata formata dablbdiqui dei trapezi si va sempre piu
approssimando alla lunghezza dell’arco e pertansminma dei trapezi costituisce I'area che
sottende all'arco di iperbole. Tale valore, usaledtavole logaritmiche, € il

logaritmo neperiano di 8. Pertanto possiamo affeenche, dato I'intervallo [1; 8], I'area
dell'arco di iperbole xy=1edatoda A=In &+l =In 8.

Vogliamo ora dare una dimostrazione che permetiedividuare la formula generale. La dimo-
strazione oggi fa uso dell’Analisi Matematica egisamente il calcolo dei limiti. Vogliamo qui
proporla.

, mentre I'area totale ¢ A = 18Q:A

cioeé A=

. . . ) eX—-1 . N . . .
Ricordiamo un limite notevoléim,._,, — = 1, che ci servira nel finale della dimostrazione

Sia data I'equazione dell'iperbole equilatera rteengli asintoti: Xy =k, si vuole determinare
I'area sottesa dall’arco di iperbole e I'asse da#leisse nell'intervallo AB = [xX ; Xg ].
Inseriamo tra i valori estremi di tale intervallomedi geometrici:

XA, X, X, X3, oo s 2, Xm-1, Xm, XB

m+1 |Xp

dalla formula delle progressioni geometriche lgioae é q = — , pertanto
A

2 3 m
_ m+1 X_B — m+1 X_B — m+1 x_B — m+1 X_B
X1= Xa /xA % XA< /x) . X3 XA< /xA) e R XA( /xA>

Dal valore di m possiamo individuare il numerardervalli in cui il segmento AB é diviso :
infatti

per m=1 sihanno 2intervalli fx; x]e [% ; Xs]

per m=2 sihanno 3intervalli kx; X ],[X1 ; %] € [% ; %]

perm =3 sihanno 4 intervalli pX; x],[X2 ; X] ,[Xs ; X],[Xs ; %]

Iterando il procedimento possiamo affermare chieype k si hanno k+1 intervalli.

Se dagli estremi di tali intervalli conduciamo egpiarallele all'asse delle ordinate, queste

intercettano sull'iperbole un punto di ordingja = o la figura determinata dai segmenti
m
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di estremi le ascissenxy € X%, , dai segmenti paralleli rispettivamente di estrem, ,

m-—1

Xm ,— €dalla corda dell'arco di iperbole compresa in tatervallo, costituisce un trapeio di basi

Xm

k k . . o
[xm_l,x ] e km x—] e di altezza il segmentofx; ; xn]. Sommando le aree di tutti i
m-—1 m

trapezi relativi ai singoli intervalli si ha un’aehe risulta maggiorante dell'area che sotterated

di iperbole. Ma al crescere di m il numero di intdli va sempre piu crescendo e la corda che
costituisce il lato obliquo del generico trapezéosempre piu approssimandosi all'arco, quando m
tende all'infinito la corda si approssima ad untoumquindi corda ed arco nei vari intervalli
coincidono e la sommatoria delle aree dei trapematde con I'area che sottende I'arco di iperbole.
Calcoliamo le aree di detti trapezi:

_ 14 k k m+1 |Xp _1 xak m+1 [XB m+1 |[XB _
A= —+——| " iy | m—— L4+1 L_1)=
2\ xp x m+1|XB XA 2x m+1 (X XA XA

A x4 A X4
_k(m+1|xp m+1x_A_E( _1)
2 XA XB 2 q q
1 k k 2
m+1 | X m+1 [ X
A2= 3 2t m ("A( /‘) ~*a /‘) i
xA(m+1 xB) XA B A A

XA

m+1 XB
\ij m+1 |XB m+1 XB _ k[{m+1|xp m+1|xa\ _k 1
2 m+1 XB 2 XA XB 2 q

1 K X m+1 m
—_ m+1 |XB m+1 |XB _
Anni= Tt m ("A( \/_) — \/_) >‘
m+1 |XB m+1 (Xp XA XA
s (M)
A A
m
m+1|Xp
xAk( —)
_ l \NXA m+1 |XB +1 m+1(Xp _ m+1 Xp _ m+1 xA E __
2 m+1[xp m XA XA xB 2
XA x—
A

Come e possibile constatare tutte le aree sondiua‘:ji;ﬂé"“'l\/iE — m“\/?) oppure a’zf(q — %)
A B

Pertanto I'area totale e

k X X
Ar= (m+1 )E(mﬂfi_ m+1/ﬁ> =(m+ 1)%(‘1 _é)

L’area che sottende I'arco di iperbole nell'intdted x5 ; xg ] €

I 1 k m+1|Xp m+1|X 4 -k 1
mlirgo(m+ )7 E @ = k (Inxg-Inxy,)
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. k k
Infatti posto y= (m+1) = m“/x_B e y=(m+1)% m+1 [xa
XA XB
Trasformo in forma esponenziale, appoggiandonogaditmi:
y, = eln (m+1) | ,Ink-In2 eﬁ(lan—lnxA)

1
y, = eln (m+1) . elnk—an . em(lnxA—lTle)

. k[ m+1 XB m+1 X4
lim (m+1) 5 — = —
m—oo 2 X Xp

— : In (m+1) . ,Ink—In2 L(lan—lnxA) L(lnxA—lan)
= lim |e ‘e em+1 — em+1
m—oo

2
o em(lan_lnxA)—l km+1(lan Inx4) em+1(lnx3 Inxp)_ 1 B
e S M L T — " l(m+1)=
em+Tnxp—lnxs) em+1(an nx4) m_-i-l(an_ nxa)

= Kk (nxg — Inxy,)

Gregorio di San Vincenzo ( 1584 — 1667) , usahdalcolo coi logaritmi, che era stato da poco
scoperto da Nepero , ed il calcolo mediante il mietdi esaustione di Archimede, che per i
matematici del cinquecento era un terreno alquiantibe di scoperte nel campo delle aree di figure
curvilinee, riesce a determinare la formula risatee

-) Proprieta generali sull'iperbole

Proposizione 16) La retta tangente ad un’iperbolen suo punto P taglia gli asintoti in due punti
equidistanti da P.

Dimostrazione

Z
Siano dati I'equazione dell’ |perbole— = 1 ed un suo punto
x2 yZ
P(%;yp):25—3;=1:cioé b2xj ayz—ab

b
Le equazione degli asintoti sono );x e y=—-x,mentre

'equazione della retta tangente in P all'ipegbel z—’z’ Z’Z’y =1

| punti di intersezione della tangente con gintdi sono dati
risolvendo i sistemi:

b
y = zx a’h  ab? Fip
x_IZ _%y =1 xpb—ypa’ xpb—ypa
a
y =- Ex B( a’bh ab? )
*p Yp -1 xpb+ypa’ xpb+ypa
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Perché i punti A e B siano equidistanti da R&essario che P sia punto medio del segmento
di estremi A e B: le coordinate del punto metdiié\ e B sono

a’h a’h 2 252 252
Xy = xpb-ypa " xpbtypa _ @ b(xpb+ypa+xpb—ypa) _ _ 2a%b’xp _2a%p%xp —
2 2(xpb—ypa)(xpb+ypa) 2(b2x}—a?yf) 2a2p? p
ab? ab?
_ xpb-ypa xpbtypa _ ab*(xpb+ypa—xpb+ypa) _ 2a%b2yp _ 2a%b2y, _
Ym 2 2(xpb-ypa)(xpb+ypa) 2(b2x3-a?y}) 2a2b? Yp

Le coordinate del punto medio coincidono cooderdinate del punto P quindi i punti A e B
sono equidistanti da P.

Proposizione 17) Sia P un punto dell'iperbole iestio centro, qualsiasi corda QQ’ parallela a CP
incontra gli asintoti nei punti K e K’ tale clgK = Q’k’ e QK* Qk’ = CP.

Dimostrazione

2 2
Siano dati I'equazione deII’iperboIt% — Z—Z =1 ed un suo
/
2 2 /
punto P (¥; Vo) :z—’; - g = 1 Le coordinate del centro /

sono C (0;0) e le equazione degli asintatosy :Zx e

y= —Sx , mentre |'equazione della retta CP e %ﬂx :
p

La corda QQ’ parallela a CP ha equazione §F+ q.
14

Posto m =z—” , I punti di intersezione di questa retta con
14

I'iperbole sono date dalle soluzioni del sistema

¥y X _ mixi4amaxtq g
a? b? a? b2
{y=mx+q. { y= mx+q
Fig. 13
{(b2 — a*m?)x? — 2a’mqx — a*q? — a®b?
y=mx+q
_a?mq+ya*m2q?+a?(q?+b?)(b2—-a?m?) _ a’mq+aby/ q%+b2—a?m?
X12 = (b2—-a2m?) - (b2—a2m?)
_ a’m?q+mia*m2q?+a2(q2+b2)(b%2-a?m?) + _qb?tmab+/q?+b2—a?m?
Yi2 = (b2—-a?m?) - (b2—a?m?)

a?mq+aby/q?+b?2—a?m?  qb?+maby q?+b?—a?m?
\ 2_q2m2 ’ 2_q2m2 )
(b2-a?m?2) (b%2-a?m?)
,A?mq—ab+/q%2+b2-a?m? _ qb%?-mab/q%+b%2—a2m?
£ . )

\ (b2—-a2m?2) ’ (b2-a2m?2)
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| punti di intersezione di questa retta cbragintoti sono dati risolvendo i sistemi:

b
y = Ex K,( qa . gb )
y = mx+q b—am ' b-am
b
y = —;x K(— qa . qb )
y = mx+q b+am ' b+am
Calcoliamo

2 2
a’maq+ab+/ q?+b%—a?m? qa qb?+mab+/q?+b%—a?m? qb _
(b2—a?m?2) b+am (b2—a2m?2) b+am

d(Q.K)= (

2 2 77\
_ <abq+ab q2+b2—a2m2) +(aqu+mab q2+b2—a2m2) _ a2b2(‘1+ qz+bz_a2mz) (1+m?) _

b2—a2m2 b2—a2m2 (b2—a2m?)2

_ ab(q+\/q2+b2—azm2)\/1+m2

b2—a2m?2

2 2
d(Q,K)= a’mq-abyq’+b®—a*m? _ _qa qb%—mab\/q?2+b*—a?>m?  qb _
! (b2—a?m?) b—am (b2—a?m?) b—am

2
a2b2(q+(qTFDP=aZm?) (14m2) _

(bZ_aZmZ)Z

2 2
—abq—ab+/q?+b%2—-a?m?2 —abgm—mab+/q?+b%2—a%m?
b2—aZm2 + b2—aZm2

_ ab(q+\/q2+b2—a2m2)\/1+m2

b2—aZm?2
Dacui QK=QK’
Calcoliamo
2 2
d(Q K,) - a?mq+ab+/q%+b2—a2m?2 __qa gb%2+mab+/q?%+b2—a%m? ___qb -
! (b2—-a?2m?2) b—am (b2-a?2m?2) b—am

2
a2b2(JqZbP=aTmi-q) (14m2) _

(bZ_aZmZ)Z

2 2
—abq+ab+/q?+b%2—-a?m?2 —abgm+mab+/q?+b%2—a%m?
b2—aZm2 + b2—aZm2

_ ab(Jq2+b2—a2m2—q)V1+m2

b2—a2m?2




215

ab(q+/q?+b2—a?m?2 W1+m?2 ab(/q2+b%2—a?m2—q)V1+m?2
Ora QK QK'’'= ( ) . ( )

b2—a2m?2 b2—a2m?2 -
a2p2(1422)  qzp2XBP
_a?b?(q?+b%-a?*m?-q?)(1+m?) _ a?p?(1+m?) _ x5) _ x5 _
(b2—a2m2)2 b2 —aZm?2 bz—aZﬁ b2x%-a2y?
2 2
*p *p

Da questa proposizione 17) discendono dueleoirol

Corollario 1) Se la retta r interseca in B @n’iperbole ein C e
D gli asintoti ( con C piu vicino ad A ), ath risulta AC = BD;
e, i segmenti AB e CD ammettono lo stesso@uredio

Corollario 2) Il punto di contatto di una tgmte con l'iperbole e ol N
il punto medio del segmento staccato sullagénte dagli asin- B
toti.

Fig. 14

Proposizione 18) In ogni iperbole la differendai quadrati costruiti su due diametri coniugati
qualsiasi € uguale alla differenza dei quadm@gtruiti sugli assi.

Dimostrazione:

2 2
Siano dati I'equazione delI’iperbo% — 2’—2 =1 e due suoi diametri
2

coniugati: s=y=mx ed s= y= azmx;siano C,EeD,F

rispettivamente i punti di intersezione gesi $ con l'iperbole , le cui coordinate sono date
dalle soluzioni dei due seguenti sistemi;

con b? —a’*m? >0

= mx =mx = +—abm
y= y= Yz ==X Z_a2m?2
x2  y? 1 x2  bZx? 1 P a’m
az b2 a2  a*m? L2 ™ = V_aZmZ+p?
- -
b? b? n b?
= X = X = [ —
azm Y azm Y12 — V-a?m?2+b2
ab abm ab abm
C - E -
(\/bz—azmz ’ \/bz—azmz) 6\/bz—azmZ " Vb2-aZm? )
D ( a’m ] b? ) Fe a’m ) b? )
-a2zm2+b2 ' V-a?mZ+b2’ ' V—azm2+p2 ' V-aZm2+b2
4a?b? 4a%b?m? 4a*m? 4b*
CE = . DF =

b2—a2m?2 b2—a2m?2 ' b2—a2m?2 b2—qa2m?2
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CE-DE |= 4a%b? 4a%b?m? 4a*m? ab*  |_ |4a?(b%- a?m?)-4 b%(b?- a?m?)| _
| - |_ b2 —a2m?2 b2—a?2m?  b2—-a?m?  b2—a?m?2 |~ b2— q2m?2 -
=|4a® — 4b?|

Proposizione 19) | punti medi delle corde di paiibole parallele ad un suo diametro
appartengono al suo diametro coniugato.

Dimostrazione
Data I'equazione dell'iperbole canonica nella farimplicita :

b%x? — a*y? — a?b? = 0, laricerca dei diametri coniugati L -’1.
viene determinata risolvendea?m - m’ + b? = 0. Pertanto ‘ Y
posto y = mx un diametro dell'iperbole il coeféinte m’ del suo PN
2 2
coniugatoe m’ =ai—m, quindi y =a2m x € I'equazione del
diametro coniugato. Consideriamo una corda paaadlediame-
tro y = mx, essa appartiene alla retta parafieiiametro stesso :
y = mx + h. Intersechiamo tale retta con 'eligstroviamo le fich
coordinate degli estremi A e B della corda:

{bzx2 —a’y?—a’pb?>=0 N {bzx2 —a’m?x? — 2a’hmx — a?h? — a?bh? =0
y=mx +h y =mx + h
(b? — a’>m®)x? — 2a’hmx — a®h® — a?bh?> =0
y=mx+h

X12 = b2—a2m2

a’hm+va*h?m2+a2b?2h?2+a?b*—a*b?2h2—a*b?2m?
y=mx+h

a’hm+abVb?+h?—a?m?
b2—a2m?
a’hm?+mabVb2+h?—a?m? "

b2—a2m?2

X1,2 =

Vi2 = h

A(azhm+ab\/b2+h2—a2m2 _ a?hm?+mabVb2+h?—a?m? " h)

b2—a2m? ’ b2—a2m?
a?hm—abVvb2+h?—a?m?  a*hm?—mabVb2+h?—a?m? i
b2—a?m? ’ b2 —a?m? +
Il punto medio della corda AB ha coordinaMig (—rm ; 2%
punto medio della corda AB ha coordinalig (5—— ; —5———

Verifichiamo che tale punto appartiene ahaetro coniugato
b%h b? < a’hm >

b2 —a?m?  a?m\b? — a’m?
Al secondo membro semplificando si ha Ititan
b?h b?h
b2 — a?m? _ b2 — a?m?
Al variare di h si trovano tutte le conplerallele al diametro di coefficiente angolare m
Quindi tutti i punti medi al variare di hggrtengono al diametro coniugato di y = mx.




217

Proposizione 20) Sia Q il punto di interseridiella retta tangente in P all'iperbole con I'asse
focale, sia H la proiezione di P sull'asseateced O il centro dell'iperbole. Nel triangolo PQO
vale la seguente relazione: OQ * OH =QAove OA & la misura del semiasse trasverso

Dimostrazione

y:_ N
Siano dati I'equazione dell’ |perbole— —z= 1 ed un suo \

x2 yz N
punto P (x; Yp) 1 == — £ = 1: cioé b%x] — a’y; = a®b?.

retta tangente in P £2x — 22y = 1; e le coordinate del

vertice sono A (a; 0). Le coordinate pl@hto Q sono date
dalle soluzioni del sistema:

oo Yo _
{azx 2’ =1 Q&0
y=0 »

Le coordinate deI centro sono O (0; 0 gquazione della / T o r\

Fig. 16
Le coordinate del punto H proiezione duFasse focale sono H (;x 0 ).

2
La misura di OQ =§|—| e la misura di OH = |, mentre quella di OA = | a |.
14

Verifichiamo la relazione OQDH = |§—2| %] = |a?|=d=( alj= OA®, pertanto
14
0OQ * OH = O&

Proposizione 21 ) (Teorema di Apollonio)atéa del triangolo, delimitato dal centro
dell'iperbole e dai punti

di intersezione della tangente all'iperbiolein suo punto con gli asintoti, & uguale al pro-
dotto dei semiassi.

Dimostrazione

2 2
Siano dati I'equazione dell’ |perbole— - y—z =1 ed unsuo punto P (XYyp) :z—’z’ — % =1
cioeb®x} — a’y; = a*b*. Le equazione degli asintoti sono Qx ey :—gx , mentre

'equazione della retta tangente in P @ditbole e Px — —y =1, le coordinate del centro

sono O (0; 0). I punti di mtersezmnﬂlaltangente con gli asintoti sono dati risolvendo
sistemi:

b
y = Ex a’h ab?
x y _ ’ _
.. YD, Xpb—yya  xpb—ypa
— X bzy =1 14 (4 14 (4
_ b
y = ax B a’bh ab?
x_px . &y -1 xpb+ypa’ xpb+ypa
a? b2

L’ area del triangolo AOB ¢ data da
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a’b ab?
xpb—ypa  xpb-ypa 3,3 3,3 3,3 353
_ 2 2 _1 a’b a’b _ a’b _a’b
A="|_a% ab Y 2.2 2 2 =2 2.2 =ab
2 — 2 xpb?-yga?  xpb?-yga? xpb2-yga? a2p?
Xpb+ypa Xpb+ypa
0 0 1

che risulta equivalente al rettangolo tiilaemiassi dell'iperbole.

Proposizione 22) Data la retta tangente all'ipexbw@l punto P, questa interseca le direttrici,
relative ai fuochifed F, rispettivamente nei punti M ed N. Gli angoli;RF e PEN sono
retti.

Dimostrazione

2 2
Siano dati 'equazione dell'iperbolés:— 2 = 1 ed un suo
a b
2 2
punto P (x Yp) :Z—’Z’— % = 1:cioé b%x; — a’y; = a®b*. ! y.

Le coordinate dei fuochi sonoi:(Fc;0)ek(c;0)ele
equazione delle direttrici sonp:d x :_a_cz e g:x :a_cz
mentre I'equazione della retta tangémte all’iperbole é

Z—’Z’x - %y = 1. Le coordinate dei punti di intersezione della

retta tangente con le direttrici soncedslle soluzione dei sistemi:

Fig. 17
p Yo, _
2x_bzy_ M ( a?  b? prz)
2 S
x = =& c Yp Yp
C
Xp Yp
- X — = — 2
a? bzy2 N(l—z'-b—2+pr)
x = & c Yp CYp

Perché I'angolo ¥ sia retto i coefficienti angolari delle rette segno di Plre RM
Devono essere I'uno I'opposto delpemco dell’altro: cioe il loro prodotto € ugualeh

Verifichiamo
b2  xpb?
m _ Yp ©m __E_ <yp _ Cbz+pr2
PR T ke ) MF; —gﬂ (c*—a2)y,

W cb?+xpb?|_ yp  [bE(xp+c)]
Mpp, " Myfp, = [— ) = -1

Xp+c (c2=a?)yp] xptc b2yp

Quindi i due coefficienti angolari sofumno I'opposto del reciproco dell’altro e pertarie
due rette RFed RM sono perpendicolari.

Proposizione 8) Le iperboli equilaterassimili, cioe detti Pe B i punti di intersezione di
una retta per l'origine y = mx con dueripoli equilatere xy =ke xy =k risulta indipen-
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dente damiil rapporteﬁ - |k
OoP, \k,

Proposizione 23) In ogni iperbole la eliinza dei quadrati costruiti su due diametri ogetiu
gualsiasi € uguale alla differenza deidyati costruiti sugli assi.

Proposizione 24) Se tracciano le tangagltiestremi di una coppia di diametri coniugati d
un’iperbole il parallelogrammo formato glaeste quattro tangenti sara equivalente al rettan
golo costruito sugli assi

.. . . . k .
Proposizione 25) Ogni corda AB dell'ipeldequilatera y =€ parallela alla tangente nel
punto di ascissa uguale alla media geocaetielle ascisse di A e B

Dimostrazione

Siano date le coordinate dei punti A ( >xke) e B(% ;xi) , la retta passante perAeB e
A B
k

Y~ % - )
datadapf= —8 = 2= gacui y=—x4 Xiptra)
—_ - = XA — XB XAXB XAXB
XA XB
Le coordinate del punto di tangenza s@noyx,xp ; L) . Calcoliamo la retta

. VXaxp
tangente col metodo dello sdoppiamento:

— 1/ k -
tr= 3 (Ex + yVEars )= k
k

k

x +
XAXB VXaxp o
Le due retted e tr, ammettendo lo stesso coefficiente angolare sardllple.

da cui T1E y=—

Proposizione 26) | parallelogrammi individuaaigli asintoti e dalle rette parallele ad essi
condotte da un punto P dell'iperbole sono edaiva

Dimostrazione.

2 2 . v
Siano dati 'equazione dell'iperboles:— = = 1, un suo
a b2

. X3 ¥ _ 2.2 2.2 — 4212
puntoP(Fx,yp)cona—Z—b—z—l 0 b*x; —a“y, = a“b®, “

. . . . . b b
e le equazioni degli asintofi=ty = — —x eh=y=-x.
Le rette parallele agli asintoti, passpar P sono a — K

b bxy,+ay b bxy,—ay. .
h=y=—-x+——"= e 4=y=-x——4=

- . a . . a - . a a
Sia A il punto di intersezione didon .
b
y= zx A (bxp+ayp _ bxp+ayp) g : AN
b bx,+ay. ’
y=— ;x + pa 4 2b 2a
L’area di un generico parallelogramnuaéa due volte I'area Fig. 18
del triangolo OAP:
bxp+ayp bxp+ayp 1
A= 2b 2a _ |bxpyp+ay§ bx3+axpyp| _
~ (% Vp 1 = 2b 2a -
0 0 1
_ abxpyp+a2yzz,—b2xzz,—abxpyp| _a’b? _ab
B 2ab " 2ab 2

Poiché I'area non dipende dalle coordinate atigPsolo dai semiassi dell'iperbole, tutti i
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Parallelogrammi, qualunque sia P, ammettendtetsa area sono equivalenti

Corollario: 1 rettangoli individuati dagli asott e dalle rette parallele ad essi condotte dpumto

P dell'iperbole sono equivalenti e la loro area—e nel caso che I'equazione dell’'iperbole
equilatera @ %+ y =& mentre & k sel equa2|one & xy=k.

Proposizione 27) La tangente ad un’iperbolenrswo punto qualsiasi P e la bisettrice dell’angolo
interno al triangolo fPF,, mentre la normale é la bisettrice dell’angol@est al triangolo PF.

Dimostrazione
Siano dati I'equazione dell’ |perbole— y—z =1 ed un suo punto P

2
(X0 ¥p) :x y” =1 cioe b*x} — a’y; = a*b*. Le coordinate dei -

fuochi sono : If( -c;0)ek(c;0)e l'equazione della rettat tan-
gente in P all'iperbole &Zx — 22y = 1. Supponiamo, senza lede-

re la generalita del ppunto P, che il punto P cealgrimo quadrante.
Sia F; il punto simmetrico del punto,Fispetto alla tangente in P, se
F, cade sul segmentqH¥, allora, essendo il triangolB, PF, isoscele
sulla basd;F, ed essendo la tangente in P asse di simmetrieh&an
bisettrice dell’angold,PF,, ma seF, cade sul segmentaf* ,allora I'angolo BPF, € diviso dalla
tangente in due parti congruenti e quindi la tatg@fi’iperbole nel punto P e bisettrice dell’angol
F1PF. Non ci resta che verificare §¢ cade sul segmentqf~.

Sia r= Z— X+ 2y = byz” la retta perpendicolare a t passante pesi& M il punto di intersezione

Fig. 19

dircont:
*p P y =
2 2
a b applicando la regola di Cramer calcoliamediizioni
Yp xp _ %Yp
2 X + =2
Yp “p
1 -3z = 1
Sp *p xp Ypcy Yp Yp XpYp Y
s = b2 a2 | _ a_zzj"' b4p _ a?b*xp+atcy} Vo = b b? aé’bz”—b—’; a?b?cxpyp— a*b?yp
M —T=xp Yp | — 2 2 4.2 4.2 ’ 1 *p Yp | — 2 2 4.2 442
= 3z x_z+2’_§ b%*xy +a*yp = 3z x_i;_l_i)’_z b%*xp +a*yp
Y xp ¢ Y xp
b2 a? b a?
Applicando la simmetria per punti, le coordinaté"disono
X = a?b*xp+atcy} = 2a%b*xp+a*cyp—b*cx} ) , =2a2bzcxpyp—2 a*b?y,
b4x§ + a4y§ b4x12, + a4y§ ! b4x120 + a4y§

, (2a®b*x, + a*cy, —b*cx}  2a’b’cxyy, — 2 a*b?y,
2 b*x} + a*y; ' b*x} + a*y?
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Verifichiamo la formula dell’allineamento di tre it

2a2bzcxpyp—2 a4b2yp 0 2a2b4xp+a4cyp—b40x12J +
b*x% +aty} — b*x% +aty}
Yp— 0 Xpt+cC

2a? b4xp+a4cyp —b4cx%+b4cx% + a4cyzzj

4
2a%b%cxp-2a*b? _ b*xd + aty} _ 2a%b xp+a4cyp + a4cy% _

bixp+atyy Xptc B (xp + C)(b4xzz) + a4yzz))

2a%b?(cxp—a?)(xp+c) _ 2ab?cxp—2 a*b?
(xp + C)(b4xzz, + a4y%) b*x% + a*yl

Otteniamo un’identita e I'allineamento dei puntigrificato, quindiF, appartiene al segmenteH-

Quindi e dimostrato che la tangente in un puntgelbole e la bisettrice dell'angolo interno al
triangolo FPF; e di conseguenza la bisettrice dell’angolo estarRdF, suo supplementare € la
perpendicolare alla tangente e risulta la normifilipexbole in P.

Corollario : -) La podaria del fuoca Fispetto all'iperbole: cioe il luogo dei piedi ¢kl
perpendicolari condotte da Blle tangenti, € la circonferenza di centro Oggi@a uguale al
semiasse trasverso dell'iperbole.

Dimostrazione

Il luogo dei piedi delle perpendicolari condotteFialle tangenti,
espressa in equazioni parametriche e dato dahmsteguente

a’b*x, + a*cy?
b*x3 + a*yz
y= a’b*cx,y, — a*b?y,
k b*x3 + a*y}

X =

Vogliamo verificare che tale luogo coincide corii@onferenza % + y = &. Fig.21

Andiamo a sostituire i valori di x e di y nell'@agzione canonica della circonferenza e verifichiamo
se I'equazione diviene un’identita, in tal casludgo e proprio quella circonferenza.

2

2 2
a?b*xp+a*cy a?b?cxpyp— a*b?yp _
4,2 44,2 + 4,2 4,2 =-a
bxp+ayp bxp+ayp

a4b8x§ + 2a6b4cxpy§ + agczyzf + a4b4czx§y§ - 2a6b4cxpy§ + a8b4y§

(b*xs + a*y3)’

a*b*(b*xj+a*y3)+a*c?yj(b*x3+a*y3) _

(b*x3 + a4y5)2

2
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gt bt
(b‘*xlzJ + a‘*yf,)z

2
Semplificando e sostituendo & =& + I e y? =%(x§ — a?), otteniamo:

2
a“'[b‘*+(a2 + bZ)Z—Z(xIZ,—aZ)]

— aZ
b4 x2 ab%r 2 -
x5 +a a—z(xp—a )
a?(a?b*+a?b*xf—-a*b?+b*x}—a’b*) 2
=a
b*x%+a?b2x3—a*b?
a?(b*x3+a’b*x3—-a*b?) _ g2

b*x}+a?b2x5—a*b?

2 —

a? =a?

L’ equazione e diventata un’identita qualunque sigwvalori di %, ed y, pertanto il luogo € proprio
la circonferenza canonica di raggio il semiassevgeso dell'iperbole.

Tale luogo prende nome plodaria. Percio possiamo affermare che la podaria delbipkr € la
circonferenza di centro il centro dell’iperboleaggio il semiasse trasverso dell'iperbole.

Proposizione 28) L'ortottica dell'iperbole: cigenkieme dei punti del piano da cui le rette tarigen

all'iperbole sono perpendicolari tra loro, € unaconferenza di raggio=va? — b? ,doveaeb
sono le misure dei semiassi dell'iperbole.

Dimostrazione.

2 2
Siano dati I'equazione dell’iperbok% — % = 1edun punto P (pX Y, ) del piano esterno al-

l'iperbole. Siad = y = m(x — xp) + ¥, il fascio di rette di centro P; le rette di ® tangenti
all'iperbole sono date imponendo ad m che annulli il determinante del sistema:

Dopo aver sostituito nella prima equazione la y
'equazione risolvente risulta

(b% — a’>m?)x? + 2a*m(mx, — y,)x —
a?(m?x% — 2mx,y, + yZ +b?) =0

Da cui il determinante:

%= a*m?(mx, — yp)z + a?(b? — a®?m?)(m?x% +
—2mx,y, + y5 + b?) =0

Sviluppando i calcoli si ha

Fig. 22
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a*m*xj — 2a*m3x,y, + a*mPy; + a®b*m*xj — 2a*b*mx,y, + a’b®y; + a*b* +
—a*m*x; + 2a*m3x,y, — a*m?y; — a*b*m? = 0
Eliminando i monomi simili ed opposti e semplificio pen?b? , si ha

(a? — x2)m? + 2x,y,m — (b* + y2) =0

_ 2,,2 2p2 202 _p2y2 42402 2p2 2402 _p2y2
xpypi\/xpyp+a b%+a Yp b Xp—XpYp 3 xpypi\/a b“+a Yp b Xp

2 2
14 14

Perché i due coefficienti angolari siano I'unoetiproco e I'opposto dell’altro il loro prodottoie
essere uguale ad -1: cioe

Risolvendo, si ham, , =

a?—x a?—x

—XpYp ++/a%b? + a’yZ — b2x} —xpy, —/a’h? +a’yf — b:xj
a? — xj a? — xj

Applicando la regola dei prodotti notevoli, si ha

252 _ 1212 _12+,2 1242
XpYp—a“b“—a“yp+b xp=
2_,2)?
(a2-x3)

. - . ya+b? . <
Raccogliendo e semplificando si I%é? = —1, che ridotta a forma normale &
e

x5+ yg = a® — b?
Generalizzando si ha
x2 + y2: a2 — b2

Che risulta I'equazione di una circonferenza dgiag =va? — b? .

Teorema 1). C.N.S affinché una conica sia un’ipkrlequilatera e che, presi tre punti A,B,C su di
essa, la conica passa per |’ortocentro del toém@BC.
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2 ELLISSE

- Area dell’ellisse secondo Keplero

Per la ricerca dell'area della parte di piano racsdda

una ellisse, Keplero fa questo ragionamen-to. inscr ’
I'ellisse in un cerchio di raggio il semiasse magei: r = Ty
a, quindi traccia delle corde sia al cerchio clielb$se
parallele tra loro e perpendicolari al semiassegiuag, T
ogni corda del cerchio intercetta sull’ellisse eoada:
gueste due corde stanno nel rappogto.lnfatti siano . ,
date le equazioni canoniche rispettivamente dedss,
di semiasse maggiore a, e della circonferenzagtjio L
il semiasse maggiore dell’ellisse:
£+y—2=1 e x*+y?=qa? -
a%? = b2
Sia P un punto dell'asse maggiore B (&) con r/
-a< X, <a. Da P si tracci la retta x  parallela gF23

all'asse delle ordinate, questa intercetta unaacéd sull’ellisse ed una corda CD sulla
circonferenza con P punto medio di entranbe leecdrd coordinate degli estremi di dette corde

sono: A()ﬁ;—g,/az —x3),B (xp;g,/a2 —x3), C(%;-ya?—x2),D(%;Ja?—x3),
mentre la lunghezza di dette corde e : A%’-—V/az — x5 € CD=2/a*—xj

AB b
Il rapporto di dette cord%g e uguale aa- gualunque sia la posizione di P nell'intervalla {a ].

Pertanto egli concepisce 'area dell’ellisse ellquiel cerchio formate dalle infinite corde di
spessore infinitesimo costante e pertanto affetmeaaniche le aree come le corde devono stare nel

A

ir

rapportog : cioe =b e quindi A, :gAdr :gmz , semplificando, egli ottiene A= mab.

Allo stesso risultato si giunge applicando il Pia di Cavalieri per figure piane, che puo essere
cosi formulato: “ Sian& e @ due figure piane comprese tra due rette paralletés. Se, per ogni
rettat parallela ad eds, le lunghezze dei segmenti sezione determinatesta¥ e sug stanno tra
loro in un determinato rapporto costante, alloreharle aree d¥ e di¢ stanno tra loro nello stesso
rapporto “.

Proprieta generali sull’ellisse

Proposizione 29) La posizione reciproca di un pua@iopiano rispetto ad un’ellisse di equazione
2 2
X_ +y_ =
a® b’
e determinata dalle condizioni:
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il punto P e esterno all’ellisse

| |3

NfoT N NfoT N
+

|<

T N N N
v
'_\

c7|< o
N

I

'_\

il punto P e sull’ ellisse

+

cr|<
N N

<1 il punto P e interno all’ellisse

DX o | x

- Caso del punto esterno Fig. 24

Dimostrazione y

Sia P un punto del piano dell’ellisse si possores@ntare tre
posizioni del punto rispetto alll’ellisse <
Il punto P sia esterno ( nel Il cap. abbiamo d&diguando P & S

esterno ). Tracciamo da P i due segmentid°’PF, , questi F/“ "
intersecano l'ellisse \ /
rispettivamente in A e B. Tracciamo il segmentg.AFoiché |l
punto A

appartiene all’ellisse la somma delle sue distalazR e da F; €
uguale 2a: cioé AF AF, =2a.

Dal teorema “ In ogni triangolo ogni lato € miealella somma degli Fig. 24

altri due ed e maggiore della

loro differenza “, nel triangolo PAF

AF, < AP + PF, sommando ad ambo membri della diseguaglianzgihento Alr si ottiene
una diseguaglianza dello stesso verso AP s+ > AR+ AF; ; ma

AP + AR = PR, sostituendo si ha PF PR, > AR+ AF; = 2a, quindi

PR+PR> 2a

Andando a sviluppare tale diseguaglianza, dopor#eeito i punti P, if e F, ad un sistema di
riferimento con O punto medio dif; e la retta sostegno dif, asse delle ascisse si verifica
che la diseguaglianza si trasforma in disequazionf@tti posto f(-c ; 0) e k(c; 0) e P (X; Yp)
la diseguaglianza diventa:

2 2
\/(xp+c) +yg+\/(xp—c) +y2>2a
Sottraendo ad ambo i membri della diseguaglianzastessa quantita si ottiene una diseguaglianza
dello stesso verso:

—/

\/(xp+c)2+y§ >2a -\/(xp—c)2+y§
Elevando ambo i membri positivi della diseguagleaazquadrato si ottiene yna diseguaglianza
dello stesso verso :

2
xp +2cxy + c® + yp > 4a* + x; — 2cx, + * +yp —4a\/(xp—c) + y2
Eliminando i monomi simili ed opposti ed isolanticadicale si ha

4aJ(xp — c)2 +y; >4* — 4cx,
Semplificando per 4 ed elevando al quadrato amémniini si ha
+ a*xj — 2a*cx, + a’c® + a’y; >a* — 2a%cx, +c?x}
Portando al primo membro i monomi che presentamodedinate di P, si ha
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a’xp — c*xp + a’y; > a*- a*c?
Raccogliendo e dividendo ambo i termini pet(a® — ¢?) > 0 si ha

(a®-c®xj  a’yp a?(a®-c?)

1
a2(a2—c?) a?(a?-c?)  a?(a?-c?)

Semplificando si ha

xz 2
14 yp

- ) Caso del punto interno Fig. 25

Il punto P sia interno ( nel Il cap. abbiamo defirquando P € esterno ).
Tracciamo da P i due segmenti;RFPF, , il prolungamento di PF1 =
interseca l'ellisse in A . Tracciamo il segmento,AFoiche il punto A /. \
appartiene all’ellisse la somma delle sue distalazE e da | € uguale g ’ “)
2a:cioe A+ AF,=2a. Dal teorema “In ognitriangolo ogni l&o
minore della somma degli altri due ed & maggiotkadiero differenza “,
Relativamente al triangolo ARHI lato PF, < AP + AR, sommando a
guesta diseguaglianza la stessa quantita si hat+ Pl < AP + Pk +
AF, = AF, + AF, = 2 a, per la proprieta transitiva della disediaaga si ha Fig. 25
PR+PR<2a
Andando a sviluppare tale diseguaglianza, dopo réegito i punti P, if e F, ad un sistema di
riferimento con O punto medio dif; e la retta sostegno diff, asse delle ascisse si verifica
che la diseguaglianza si trasforma in disequazierprecisamente
xZ yZ
a—’; + b—’; <1

Quando P e sull’ellisse, basta sostituire le swedinate all’equazione dell’ellisse.

Sia Q un punto qualsiasi dell’ellisse di asse n@g@gAA’ e centro C. Sia N la proiezione di Q su
AA’; sia T, sulla retta AA’

Teorema 2). C.N.S perché la retta passante pe@ Bia la tangente

all'elliss in Q é che T sia la coniugata arnoandi N rispetto ad A

N A
edad A :cioeil=2Y

Dimostrazione = B

2 2
Siano dati I'equazione den’enissjg + i—z =1,ipunti A(-a;0)

2 2
A'(a;0) ,un punto generico Q {xy, ) tale che;—z" + % =1
Sia N( % ; 0) la proiezione di Q sull’asse dell’ellisse

a) Supponiamo che laretta TQ sia la retta tangetigdliabe
nel punto Q, la cui equazione con la regola dallmppiamento Fig.26

X . vpn .
e a—‘z’x + %y = 1. Vogliamo verificare che vale la relazione

T AN

'T AN
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Determiniamo le coordinate di T, intersetmata retta tangente con I'asse delle ascisse:

Mx+8y=1 : 2 . . . .
a? b? dacui T 6 ;0). Calcoliamo le distanze presenti nella relazione
q

y=0
a? a?
AT=|—+a| ; AT=|=——a| ; AN=|x,+a| ; AN= |x, —q|
Xq Xq
Ricordando che il quoto dei moduli € ugudlmadulo del quoto, possiamo scrivere:
2
a
—ta
xq _ xq +a
] =
a _ . Xqg—a
Xq
Al primo membro, operando il m.c.d. e sengdihdo i denominatori, si ha
a(a+xq)| _ |xq+a
a(a-xq) - Xq—a
Al primo membro semplificando ed invertendo #jse al denominatore, trovandosi entro il valore
. ) .y |xgtal _ |Xqta . \ -
assoluto, si ha un’identita pomue [l ot I pertanto la relazione é verificata
q— q~
b) Supponiamo ora verificata la relazione
AT AN
A'T AN

vogliamo verificare che la retta TQ sia tangenkelasse: sia T (z; 0), calcoliamo il valode z
con z <-a oppure z > a nota la relazione:

AT =|z+a| ; AT=|z—al ; AN =|xq+a| ; AN = |xq—a|
Ricordando che il quoto dei moduli € ugudlmadulo del quoto, possiamo scrivere:

Z+a Xqgta
Z—a xq —a
L . . Z+a Xgta . . .
Sciogliamo i moduli; — = +=1— e risolviamoinz:
Z—a xq—a
z+a xXgta .
) = , ZXq—az+ay-& =2 +za—ay—& ; z=% non accettabile
Z—a Xq—a
Z+a Xgta 2 i
) — = == —  zxq-az+ay-d=-2¢-za+ax+d& ; z=— accettabile
z—a Xq—a Xp

2
Le coordinate di T sono%( ; 0) . Ora determiniamo I'equazione della retta passpat T e Q:
q

_ 2
Yo 42 _ Xq
Xq
D ) do si hay — i —quq(x_xq) ) _ —quq(x—xq)_l_ .
acuioperandosihy —y, = — ;-5 ; V= — 7 3\ Yq »
B
_ —xgyq(x—xq) . _ —xq(x—xq) . Ya Xq . _ X3 Yq_
= A + Y, Y= azi—g + ¥, ,b2y+a2x—a2+b2—1
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Quindi la retta passante per T e Q ha equazione

— +x—qx=1
bzy a?

Che risulta per la regola dello sdoppiamento lzgone della retta tangente in Q all’ellisse.

Proposizione 30) | punti medi delle corde diallisse parallele ad un suo diametro appartengono
al diametro coniugato.

Dimostrazione

Data I'equazione dell’ellisse canonica nellanfarimplicita :
b%x? + a?y? — a?b? = 0, laricerca dei diametri coniugati
viene determinata risolvendeo’m - m’ + b? = 0. Pertanto
posto y = mx un diametro dell’ellisse il coeiiénte m’ del suo

. \ ,_ b2 T 2 - .
coniugato € m’ = ——, quindi y = - Xe I'equazione del

diametro coniugato. Consideriamo una corda |edachl diametro
y = mx, essa appartiene alla retta parallethaahetro stesso :
y=mx + h.

Intersechiamo tale retta con l'ellisse e trauiele coordinate degli g.RR7
estremi A e B della corda:

{bzx2 +a’y? —a’b?> =0 N {bzx2 + a?m?x? + 2a’hmx + a’*h? — a?b? =0
y=mx+h y=mx+h
(b% + a?>m®)x? + 2a’hmx + a®h? —a?bh?> =0
y=mx+h

X12 = b2+a2m?2

—a’hm+Va*h?2m2—-a2b2h2+a2b*—a*b2h?2+a*b2m?
y=mx+h

—a’hm+abVb2—-h2+a?m?
b%2+a2m?
—a?hm?+mabVb2-h2+a?m? "

Yi2 = b2+a2m?

X1,2 =

h

A<—a2hm+ab\/b2—h2+a2m2 . —a?hm?+mabVb?—h?+a?m? n h)

bZ2+a?m? ’ b2+a?m?
—a?hm—abVvb2—h?+a?m? —a’hm?—mabVb?—h?+a?m? s
b2+a?m? ’ b2+a?m?

. . . -a’hm b2h
Il punto medio della corda AB ha coordinalag (b2+a2m2 ; b2+a2m2)

Verifichiamo che tale punto appartiene ahagtro coniugato

b%h b? —a’hm
b2 +a?m?  a’m <b2 + a2m2>
Al secondo membro semplificando si ha ltitan
b?h b?h

_ _ _ b2 +a?m? b2+ a’m? _ o
Al variare di h si trovano tutte le conplerallele al diametro di coefficiente angolare m
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Quindi tutti i punti medi al variare di hggrtengono al diametro coniugato di y = mx.

Proposizione 31) In ogni ellisse la somma dei gaidostruiti su due diametri coniugati
gualsiasi € uguale alla somma dei quadrati cassugli assi.

Dimostrazione:

. . . e X2 2 - .
Siano dati I'equazione dell elllssgz—' + % =1 e due suoi diametri
Y
. . b2 .
coniugati: s=y=mx ed s= y= ———X; siano C,EeD,F
rispettivamente i punti di intersezione diesdi $ con l'ellisse, le cui ®
coordinate sono date dalle soluzioni dei due segsistemi; P
x% | y? x?  m?x? X1, = ‘|‘L . o o
—+Li =1 =+ =1 12 = L p2razme
a? = b2 - Ja? b2 - abm /
=mx = mx =4+ —
Y y Y12 = T rrgeme S~—
xZ y2 xZ b2x2 . azm
atpr=1 g = 1 Y12 =t e
b? - b? - — b?
Y= T am® = T am” Y12 =¥ i
ab abm ab abm
; E 5 — F
= (\/b2+a2m2 VbZ+a2m? ) € Vb2 +aZm? Vb2 +aZm? ) BB
D (- a’m ) b? ) , a*m L b? )
Vvb2+a?m? ’ VbZ+aZm?’ ' VbZ+a?m? ’  VbZ+a?m?
> _ 4a%b? 4a?b?m? ) _ 4a*m? 4b*
CE = b2+a?m?  b2+a2m? ! DF = b2+a?m? b2+a?2m?
4a®b? 4a’b?m? 4a*m? 4p* 4a?(b%+ a?m?)+4 b?(b?*+ a?*m?
CE?+ DF? = = 4o )4 b ) = 402 + 4?2
b%2+a?m? b2+a?m? b2+a?m? b2+a2m? b2+ a?m?

Proposizione 32) Se tracciano le tangenti agteastdi una coppia di diametri coniugati di
un’ellisse il parallelogrammo formato da questettjadaangenti € equivalente al rettangolo
costruito sugli assi

Dimostrazione Y
2 2
Siano dati I'equazione delI’eIIissé; + % =1 e due suoi LY
. . . . _ b2 )
diametri coniugati: == y=mx ed s= y= — =X ; '

siano E, G e F, Hrispettivamente i punti dersezione di

s, e di s con l'ellisse, le cui coordinate sono date dalle —3 > &
soluzioni dei due seguenti sistemi; >
H
2 2 2 2,2 — +L ) 8
y =mx y =mx Y1,2=i% '

Fig.29



2 2 2 2,2 2
X vy x b x® _ a‘m
a? + bz 1 a? + a*m? 1 Y12 = i\/b2+azm2
bZ - 2 - _ bZ
= — X = — X = 4+ =
y a?m y a’m V1,2 vb2+a?m?
ab abm ab abm
E . G .
(\/b2+a2m2 ! \/b2+a2m2) ! e\/b2+azm2 " Vb2+a?m?2 )
= ( a’m ) b? ) , a*m ] b? )
Vb2+aZm? ' Vb2+a?m?2’ ' VbZ+aZm? ’  VbZ+a?m?

Determiniamo, mediante la regola dello sdoppiaménemuazioni delle tangentiin E, F, G, H
all'ellisse:

= b am = = p2 Zmy = abVbZ + a2m2
te = a\/b2+a2m2x+wb2+a2m2y—1 - & = b*x+a*my =abVb?+ a’*m
tF= — X + — =1 - tg= —mx+y= Vb%+ a?m?
F= " rame X T Tpzraeme Y T F= TmxTy = asm

= _ b ___am = = p2 2my = —abVbZ + a2m?Z
6= — —=—==X—r=—==y=1 - g = bx+a*my=—abVb®+a’m
th = T__x — . y=1 - ty = mx—y= Vvb?+ a*m?

~ VbZ+a2m? VbZ+a2m? -

Applicando il teorema di geometria elementare dbe tla diagonale di un parallelogrammo
divide il parallelogrammo in due triangoli congrtien I'area del parallelogrammo individuato
dalle rette tangenti, parallele a due a due, editdoppio dell'area del triangolo PRS. Pertanto
andiamo a determinare le coordinate di P , R ,éSsomo le soluzioni dei seguenti sistemi:

P mx —y = Vb? + a?m? p ,alam+b) .| blam—-b) )
- b2x + azmy = abVh? + a2m? VbZ+azm? ' VbZ+aZm?
R= —mx +y = Vb? + a?m? R a(b—am) | blam+b) )
- b2x + azmy = abVb? + a2m? VbZ+aZm? ' VbZ+aZm?
S= —mx +y = Vb? + a*m? st a(am+b) . b(b—am) )
- b2x + azmy = —abVb? + a?m? Vb2+a2m?2 ' Vb2+a2m?

Applicando le matrici, I'area del parallelogrammo é

alam+b) b(am—b) 1
vb2+a?m? Vb2+a?m?
a(am+b) b(b—am)
A=|— 1 =
Vb2 +a2m? Vb2 +a2m?
a(b—am) b(am+b) 1
Vb2+a2m? Vb2+a2m?2

_ [ab(bz—azmz) ab(b—am)? ab(b+am)2] [ab(b—am)2 ab(b?-a?m?) ab(b+am)2]
b%2+a?m? b2+a2m? b2+a?m? bZ2+a2m? b2+a2m? b2+a?m?

_ 2ab(b—am)?® | 2ab(b+am)? _ 2ab(b?-2abm+a?m?+b%+2abm+a?m?) _ 4ab(b?+a?m?) _ 4ab

b2+a2m? bZ2+a2m?2 bZ2+a2m?2 b2+a?m?
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Si possono dedurre come corollari alle precedenpgsizioni 3) e 4) |
Teoremi di Apollonio:

-) Teorema 3) Tutti i parallelogrammi inscritti ima ellisse, aventi come diagonali due diametri
coniugati, sono equivalenti

-) Teorema 4 ) Due parallelogrammi circoscrittivadellisse coi lati paralleli a due coppie di
diametri coniugati sono equivalenti

Def. 4) : Si chiama raggio di un punto P di undsié il segmento congiungente il punto ed il fuoco.
Ad ogni punto dell’'ellisse, avendo due fuochijyano due raggi.

Proposizione 33) Le lunghezze dei raggi di un puial’ellisse, in funzione dell’ascissa del punto
relativo, misurano:
1Fat+tey, n=a-ey, 'y

R . c
dove e e I'eccentricita dell’ellisse : e;:

SiaP(x; )conﬁ+y—’%=
>6,Yp a2 b2

[
Dimostrazione > .

r2:PFz=\/(x —c)2+y :\/xz—ZCx +e2+b2—2y2 =
P P p P 2z Xp

a2—p2
=7 X~ 2cxp +c?+at—c? =

2
:\/;—Exg—2cxp+a2 _ \/(a_gxp) = a- e Fig.30

r1—PF_L—\/(xp+c) + y? —\/x5+2cxp+c2+b2—;x§ =

_ [az-b2 2 2 2 _ [c®_, 2 _ c z_
= X +2cxp+c +a4—cc = ;xp+2cxp+a = (a+;xp) =

a2

:a+£p

Proposizione 34Pata la retta tangente all’ellisse nel punto P stpéterseca le direttrici, relative
ai fuochi ik ed F, rispettivamente nei punti;ked K. Dimostrare che gli angoli Rk, e PEK;
sono retti.

Dimostrazione
Per dimostrare la proprieta basta verificareidoefficienti angolari delle rette sostegno déi la
Fiki e RP del triangolo P, soddisfino la relazione di perpendicolarité; ,, - m'pr, = —1.
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2 2
Siano dati L'equazione deII’eIIissez—z' + % =1, il punto P(% ; yp)
2 2
con%+z—’2’ =1 ,ifuochiR (-c;0)ek(c;0),leequazionidelle
2
direttrici : d=x = — a? e g=x=

1%

ed infine I'equazione

della retta tangente in Pz—’;’x + %y = 1. Calcoliamo le coordinate
dei punti K e Ky

x y. b2
(FBxrEy=1 y=5-(c+x)
Klz x__az d aZ
c x__T
2 b2 )

K1 (— =; E(c +xp)> Fid. 3

oy Yo — P
K, = A A I LT ) K% 2 (c—xp)

¢ T

Calcoliamo i coefficienti angolari:

b2 b2 b2
My = @(Z”p) _ %(pr) _ @(c’;xp) __ ot
1K1 a c2-q? b
‘y?” : s »
P
m'pp, =
X, +C
P
T ' Ct+Xxp Yp ’ A
Moltiplicando Mpgy " Mpp, == —— 0= —1, pertanto I'angolo PK; é retto
P P
Calcoliamo i coefficienti angolari:
b % %
m _ E(c—xp) _ E(C—Xp) _ E(C—Xp) _ C—Xp
Rk = a2 — T aZ-cz b2 =
= — - P
m. = o W
PF, — -
Xy, —C c— X
p 14
.y c—Xx y. , \
Moltiplicando ~ mp,y, - m'pr, = ” £ (— ﬁ) = —1, pertanto I'angolo PK; é retto.
P —Xp

Proposizione 35) Sia Q il punto di interseziondadedtta tangente in P all’ellisse con I'asse fecal

sia H la proiezione di P sull'asse focale ed Ceittco dell’ellisse. Dimostrare che nel triangolo

PQO vale la seguente relazione: OQ * OH ZQAove OA & la misura del semiasse principale.
Dimostrazione

2 2
Siano dati L’equazione dell’ellissé; + > = 1, il punto
a b2 y

Fig.32 A
i
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. Xp o, VB _ ) : . f]ﬁ Yp .
P Yp) con—+5 = 1 , l'equazione della retta tangente inBx+2y = 1,ilpuntoO (0
;0),ilpunto A(a;0)eilpuntoH (x0). Calcoliamo le coordinate di Q
X y
{a—’z’x +3y=1

x:i—z aZIO
v 0 - P Q(g, )

y=0

2
Andiamo a calcolare le misure di Oq %’| ; OH =|x,| ; OA =|al; sostituendo nella relazione
p

2
OQ * OH = O/, abbiamo |i—p| . |xp| = |al|? . Applicando le proprieta dei moduli e precisaneent

“ il prodotto dei moduli € uguale al modulo del gotto “ e “ il modulo di una quantita positiva
uguale alla quantita stessa “, si ha

2 2

= a

< x =lal*> - a
xp P

Pertanto qualunque sia il punto P la relazionergicata.

Corollario: -) Da ciascun fuoco dell’ellisse, sideesotto un angolo retto la parte di tangente
compresa tra il punto P di tangenza e la direttdc@ssociata al fuoco considerato.

Def. 5) *“Si chiama quadrilatero completo la figymiana costituita da quattro punti, di cui mai tre
allineati, dettivertici e dalle sei rette che congiungono i vertici a aukeie, dettiati.”

Def. 6): “Si chiamano lati opposti due lati taliecke uno congiunge due vertici, I'altro congiunge
gli altri due.”

Le coppie di lati opposti sono tre e si incontramtre
punti , detti puntdiagonali

| punti A, B, C, D sono i vertici del quadrilatecompleto, i lati
rn(AB) (BC)&(CD)u(D,A) (A C),6(B,D)
i lati opposti sono (r;r3), (), (5 1)

i punti diagonalisono L=1nrz3 , K =pkNrs, H=86NTrs

Fig. 33

Proposizione 36) Se un quadrilatero completo ABOBscritto in una ellisse con le diagonali, che
si intersecano nel fuoco ¢ I, allora i prolungamenti dei lati opposti si irgecano sulla direttrice
KL relativa al fuoco F con Ked L punti diagonali .

( Questa proprieta costituisce un’applicazioneadetbprieta involutoria dei quadrilateri armanic
in teoria della prospettiva ) Fig. 34

Questa proprieta ci permette di costruire geomeainente la

I

|

Al i

. . . . . — e
direttrice una volta conosciuto il fuoco: basgicciare due corde g >\; !
dell’ellisse che si intersecano sul fuoco, castwiil quadri- "Q-\j;ﬁ, 4
latero convesso avente per vertici gli estreried®rde, interseco i *
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prolungamenti dei lati opposti del quadrilatertvaccio la retta passante per i due punti di
intersezione: questa e la direttrice cercata.

Proposizione 37) La tangente ad un’ellisse in unmunto qualsiasi P € la bisettrice dell’angolo
esterno al triangolo,PF,, mentre la normale € la bisettrice dell'angol@inb RPF

Dimostrazione

2 2
Siano dati I'equazione dell'ellissé; + > = 1 ed un suo punto
b

b
P(%;Y) :z—’z’+ £ =1 cioe b*x; + a’y; = a’b®. Le
coordinate dei fuochisonojF-c;0)eEk(c; 0)e l'equazione
dellarettat tangente in P aII’eIIissei@x + %y =1.
Supponiamo, senza ledere la generalita del puntbePil punto P
Fig. 34
cada nel primo quadrante. Sk il punto simmetrico del puntoF Fig. 35
rispetto alla tangente in P, Bgcade sul prolungamento del segmento
F,P, allora, essendo il triangolB, PF, isoscele sula bas§F, ed essendo la tangente in P asse di
simmetria & anche bisettrice dell’angdlPF,, ma seF, cade sul prolungamento segmeniB F
,allora I'angolo FPF, e diviso dalla tangente in due parti congruemtiiedi la tangente all’ellisse
nel punto P e bisettrice dell’angolo esterno 4R, Non ci resta che verificare g cade sul
prolungamento del segmentgPr-

. y x cy. . . . .. .
Sia r= b—’z’ X — a—’z’y = b—z” la retta perpendicolare a t passante pesi& M il punto di intersezione
dircont:
Y
Xty = . . . -
y X cy applicando la regola di Cramer calcoliamedtizioni
p x — -p P
b2 a? b2
y X
1 b—’z’ ‘ a—’z’ 1
9p _*p xp Ypcy Yp  Yp cxXpyp ¥
Xy = b2 a? _a_zzj_ b4p _ a?b*xp+atcy} o = b2 b2 | _ agbzp—b—’é’ _ —a?bZcxpyp+ a*b?yp
X - ] - X - -
aIZJ i_g B x%_ é b*x3 + a*y} a_p i_g B é B é b*x3 + a*y}
Yp Xp a* b yp Xp a* b
bz T a2 b2 T a?
Applicando la simmetria per punti, le coordinaté"flisono
_— a?b*xp+atcy} _ 2a®b*xp+atcyj—b*cx ) , _—2a%b%cxpyp+2atbiy,
X = b4xZ + aty2 ¢ = b4x2 + aty? ! - b4x2 + a*y?2
14 p 14 p p 14

)

, (2a*b*x, + a*cy; — b*cx} ' —2a’b*cx,y, + 2 a*b?y,
2 b*x3 + a*y? b*x3 + a*y?

Verifichiamo la formula dell’allineamento di tre it
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—2a2b2cxpyp+2 a*p?

Yp 0 2a2b4xp+a4cy%—b4cx%
b*x% +aty} b*x% +aty}

Yp— 0 Xptc

4 4 4

xp+a4cy%—b cx%+b cxzz)+a4cy;27 )
4 2 4 o2
x5+ aty} 2a*b"xp+2atcy;

2a2b

—-2a%b2cxp+2 a*b? _ b _
4,2 44,2 - - 4 5
b*xy + a*yy Xp+cC (xp + C)(b X3+ a4y12))

2
4 2 2
- 2a%b"xp+2a%b"c(a —X,) _ 2a?b*(—cxp+a?)(xp+c) _ —2a?b%cxp+2 atb? _

(xp + c)(b4x§ + a4y£) - (xp + c)(b4xzz, + a4y£) T bR +aty?
—2a’b*cx, +2a*b*  —2a’b*cx, + 2 a*b?
b*x3 + a*y? b*x3 + a*y}

L’identita ottenuta conferma l'allineamento dei furquindi F, appartiene al prolungamento del
segmento P,quindi & dimostrato che la tangente in un pulttelesse é la bisettrice dell’angolo
esterno al triangolo,PF, e di conseguenza la bisettrice dell’angolo inteartePF, suo
supplementare e la perpendicolare alla tangerniseiéarla normale all’ellisse in P.

Proposizione 38 ) XXI Proposizione di Apollonio)n un triangolo ABC inscritto in una
semiellisse con la base coincidente con I'asse oegéB vale la seguente relazione:
AH-BH a?
CH? b2
dove a e b sono le misure del semiasse maggiodet semiasse minore ed H la proiezione di C
sull’asse maggiore. Se il triangolo ABC e itsarin una semiellisse con la base coincidente con

I'asse minore e la proiezione cade sull’ass®ona vale la seguente relazione:

AH-BH b?
CH?2 a2
Y
Dimostrazione C
Ci limitiamo a dimostrare la prima parte, in gteala seconda E
parte é perfettamente analoga. !
2 2 X
Siano dati I'equazione deII’eIIissé:;: + % =1 ed un suo punto A n o B
2 2
C(x:Yc): iz +72=1 ciod b’x +a’y¢ = a’h?. Le
coordinate dei verticisono:A(-a;0)€8;0), mentrell
punto proiezione ha coordinate
H ( x:; 0). Calcoliamo le misure di
, AH'BH | ,
AH=x+a ; BH=a-¥ ; CH=|y| , sostituendo |1=|CH—2 , Si ha Fig.36
(a+xc)(@a—xc) _ a?-x¢ _  a?-x¢ _ a?

(lych? vé Z_z(az_xg) b2
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Pertanto € verificata la relazione
AH - BH _ a’?
CH? b2

Relazione che non e altro la generalizzazioneetmrgdo teorema di Euclide, infatti se sostituiamo
all'ellisse la circonferenza, il triangolo e uraimigolo rettangolo con AH e BH le proiezioni dei
cateti sull'ipotenusa e CH e I'altezza relativaiaditenusa; nella circonferenza a = b, pertanto il
rapporto dei loro quadrati @ 1 e quindi ABH = CH

Proposizione 39) L’ortottica dell’ellisse: cioeniieme dei punti del piano da cui le rette tangenti

all’ellisse sono perpendicolari tra loro, € unaairferenza di raggio= va? + b? , dove a e b sono
le misure dei semiassi dell’ellisse.

Dimostrazione.

2 2
Siano dati I'equazione delI’eIIisse% + % =1 ed un punto P (5% Y, ) del piano esterno al-

I'ellisse. Siad = y = m(x — xp) + y, il fascio di rette di centro P; le rette di @ tangenti
all’ellisse sono date imponendo ad m che annulli il determinante del sistema:

X2 y?

2 =l

y=m(x—xp)+yp

Dopo aver sostituito nella prima equazione la’'gquazione risolvente risulfa? + a?m?)x? —
2a’m(mx, — y,)x + a*(m?x2 — 2mx,y, + y2 —b?) =0

Da cui il determinante:

%: a*m?(mx, — yp)z — a?(b? + a®m?)(m?xZ% +
—2mx,y, + y5 —b*) =0

Sviluppando i calcoli si ha

400402 4..,3 4.0024,2
a‘mxy; — 2a"m>x,y, + am-y, +

—a’b® + +2a’b*mx,y, — a*b*y; + a*b* +
—a*m*x} + 2a*m3x,y, — a*m?y; + a*b*m* = 0

Eliminando i monomi simili ed opposti e semplifickn

pera?b? , si ha

(a? — x2)m? + 2x,y,m + (b2 —y2) =0 Fig.37

_ 20,2 42p2 202 _p2y2 42402 _ —a2p2? 242 _p2y2
xpypi\/xpyp a“b“+a Yp bxp XpYp xpypi\/ a“b“+a Yp bxp

Risolvendo, si ham, , = a—x3 a2-x2
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Perché i due coefficienti angolari siano I'unoetiproco e I'opposto dell’altro il loro prodottovie
essere uguale ad -1: cioé

—x,¥p ++/—a?b? + a?yf — b2x} —x,y, —/—a?b? + a’yj — b?x}
a? — x3 a? — x3 B

Applicando la regola dei prodotti notevoli, si ha

xzz,yzz,+a2b2—a2yzz,+b2xzz, _

2
(a?2-x3)
. g . —y2+b? . .
Raccogliendo e semplificando si hﬁ% = —1, che ridotta a forma normale é

p

x5+ yg = a® + b?
Generalizzando si ha

x% + y?=a? + b?

Che risulta I'equazione di una circonferenza dgiag =+va? + b? .

Iperbole ed ellisse

Proposizione 40): L'ellisse e l'iperbole chenho gli stessi fuochi si intersecano ad angolo.ret

Dimostrazione
. N T N
Siano date le equazioni dell ellls§e+— z=1e

'equazione dell’ |perbole— —-==1 “~
Per |poteS| le due conlche hanno gli stessi fuochi:
cioé a? — b2 = a?+p2=F conk(-c;0) e

F, (c; 0). Intersechiamo le due coniche e ¢
cerchiamo i punti in comune: -

e 0 g
¢
>
— 4+ == te

RN . .
N, &' 2, -

) (az_a2) . b2 2 )

I LTI G D Fig. 38

Dalla relazione? — b? = a? + 2 possiamo dedurre la seguente identith+~ a? = b? + B2:
guesto ci permette di semplificare la prima equazidel sistema, ottenendo le soluzione:
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bp
Vi2 = iax
_ 4 aa
X1,2 = _—,—az )

Pertanto componendo le soluzioni, otteniamo quattrdi:

lz)l(\/aczu—lb2 ; Vazﬁbz) ! Pz(— \/aczlc—zb2 ; \/azl—;bz) ; Fﬁ(_ \/a(zujb2 ; _\/alzl—gbz) ; P4(\/a(2ujb2 ; _Val;sz)

Ricordando che due curve che si intersecano iruatog? sono tra loro perpendicolari se le
tangenti condotte per P alle due curve sono taperpendicolari, consideriamo il puntpd®
tracciamo le rette tangenti sia all’ellisse chépdtbole:

aa bp
_ _ . . .. N b
to= dalp? o 4 Ja?b? o — 9 | cuj coefficiente angolare @ om — -2
a? b2 ap
aa bp
_ JaZ-p2 Ja2—p2 _ . . . . o ap
t = < X - 52 y =1 il cui coefficiente angolare é ; R

Perché & e t siano perpendicolari, il prodotto dei loro coagénti angolari deve essere

. e s ba af . ..
uguale a -1: verifichiamo ¢mm; = e -1, pertanto le due rette sono perpendicoldri e
conseguenza in;Pellisse e I'iperbole sono perpendicolari. Corakngo ragionamento possiamo

affermare che nei restanti punti le due curve smrpendicolari.

Teorema 5) (diPascal, descritto dallo stesswecnisterium hexagrammaticum

Se A, B, C, D, E, F sono i vertici di un esagono S
inscritto in una conica, e se P e il punto di '\T\\\
intersezione di AB con DE e Q il punto di 1N

intersezione di BC con EF, allora PQ, CD e FA sono‘u \\
rette che appartengono allo stesso fascio progrio 0 |
improprio.(vedi figura accanto) Qi
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Da questo teorema discende un corollario che p&erdetracciare la tangente ad una conica in un
suo punto. Considerato che la tangente ad unaabaitn comune con essa due punti coincidenti,
enunciamo il corollario.

o
n

“Se A, B, C, B=E, F sono i vertici di un esagono degenere (in
guanto due vertici sono coincidenti) inscritto imawconica, se Q € il
punto di intersezione di BC con EF, S il puntordersezione di AF
con CD e P il punto di intersezione di AB con S{lpyra la retta PD
e la retta tangente alla conica.” (vedi figura atcaelativo ad una
circonferenza)

Triangoli isoperimetrici

L’ellisse risolve uno dei problemi classici: ci@ricerca dell'insieme dei triangoli isoperimetritti
lato assegnato. In fatti I'ellisse di fuochi gltresni del lato assegnato AB = 2c e asse principale

2 a = 2p -2c, risolve tale problema: cioe il tevestice C e un punto dell’ellisse di equazione

x2 yZ

(p—c)2+p2—20p=1
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4 CIRCONFERENZA

- Area del cerchio secondo Keplero

L’ area del cerchio, secondo Keplero, viene comatdecome la somma di infiniti triangoli misti-
linei con centro nel centro del cerchio e baseraa afinitesimo di circonferenza che delimita il
cerchio se conibby, bs, ... by, ... indichiamo la misura degli archi infinitesimicon r il raggio
del cerchio , che coincide non solo con i latidigersi triangoli ma anche con l'altezza dei triang
li stessi possiamo affermare che 'are del ceréhilata da

1 1 1 1 1
STby ST, +2rby 4 Db, +...:§r(b1 +h, +b, +...+b +..)

ma la sommagbt b, + bz + ...+ b+ ... = 2tr : cioé l'intera circonferenza, sostituendo e ghiin
cando otteniamo

1 1 1 1 1 1
Zrb,+=rb, +=rb,+..+=rb_+..==r(b, +b, +b. +..+b +..)==r@m =7?
2 1 2 2 2 3 2 n 2 (bl 2 3 n ) 2

Nel secondo capitolo abbiamo definito la circonfizecome il luogo geometrico dei punti del
piano equidistanti da un punto fisso detto centiadistanza é detta raggio. Tuttavia la tracdiabi
di tale luogo negli “ Elementi” di Euclide vienesasito come terzo postulato : “ Si pud sempre
tracciare una circonferenza di centro e raggiogasse”. Lungo la millenaria storia
dellamatematica molti matematici hanno individualto tipi di luoghi geometrici che descrivevano
circonferenze, qui ne diamo due fra i piu signitica

- Circonferenza di Apollonio:
Luogo geometrico dei punti P del piano pguali & costante il rapporto K(R; ) delle
distanze da due punti assegnati A e B dédiss® piano :

Posto A origine del sistema cartesiano ed’Agse delle ascisse , si dimostra che I'equazione
di detta circonferenza e :
, . 2k*a = k*a®
X“+y ———X+—— =
k®-1 k°-1

dove a e la distanza di A e B.

B) Luogo geometrico per i quali & costante las@ dei quadrati delle distanze da due punti
assegnati siano A e B i punti assegnatiMsibpunto medio di AB e sia il centro del sistema
cartesiano e la retta sostegno di AB sieskadelle ascisse, si dimostra che I'equazione e

2
X2 + y2 —a_ +E =0
4 2
dove a € la distanza di A e B.
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- Posizione di una retta rispetto ad una circonfenza

Abbiamo gia trattato la posizione di un punto ei$p ad una circonferenza, ora trattiamo la
posizione di una retta rispetto ad una circonfeaeDalla geometria elementare sono state date due
definizioni equivalenti relative a tali posizioni

1a) Una retta si dice esterna quando non ha @eato in comune con la circonferenza
1b) Una retta si dice esterna se la sua distaalzeentro della circonferenza € maggiore del
raggio

2a) Una retta si dice tangente quando ha iruocencon la circonferenza uno ed un solo punto
2b) Una retta si dice tangente se la sua diatdal centro della circonferenza e uguale al maggi

3a) Una retta si dice secante quando ha in nernan la circonferenza due suoi punti
3b) Una retta si dice secante se la sua dstdalzcentro della circonferenza & minore del @ggi

Da un punto di vista della geometria analitica,se®o0 sfruttare queste due definizioni,
impostando nel primo caso un sistema tra 'equazdw®ila circonferenza e I'equazione della retta,
poiché il sistema é di secondo grado, applicandeetiodo della sostituzione I'equazione risolvente
risulta di secondo grado:

al) Se il discriminante dell’equazione risoheekt < O , 'equazione non ammette radici reali e
pertanto la retta &€ esterna

a2) Se il discriminante dell’equazione risoheefit= 0, I'equazione ammette due soluzioni reali e
coincidenti e pertanto la retta € tangente

a3) Se il discriminante dell’equazione risoheefit> 0, 'equazione ammette due radici reali e

distinte e pertanto la retta e secante

Oppure data I'equazione della circonferenza, srm&hano le coordinate del centro ed il raggio,
successivamente si imposta una disequazione caaffirdm la distanza della retta dal centro della
circonferenza con il raggio

bl) Se d(r,C)>r, allora la retta € esdern
b2) Se d(r,C)=r, allora la retta e tarigen
b3) Se d(r,C)<r, allora la retta € séean

Per la ricerca della retta tangente passante ppunito del piano si presentano diversi casi

Intanto siay una circonferenza di equazion®+ y? + ax + by + ¢ = 0e P(%; ¥p ) un punto del
piano diy :

Se P éinterno alla circonferenza, tutte le miefascio di centro P intersecano la circonferenza
due punti e pertanto sono secanti, quindi in quesso da P non passa alcuna retta tangente.

Se P é sulla circonferenza, facendo il sistemBemaazione della circonferenza ed il fascio dteget
di centro P si ha

{x2+y2+ax+by+c=0
y=m(x—xp)+yp
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Risolvendo ed annullando il discriminarte0 si ha per m una ed una sola soluzione, andando a
sostituire tale soluzione nell’equazione del fastivaova I'equazione della retta: pertanto per P
passa una ed una sola retta tangente

Se P é esterno alla circonferenza, facendo ilmstea I'equazione della circonferenza ed il fascio
di rette di centro P si ha

{x2+y2+ax+by+c=0
y=m(x—xp)+yp

Risolvendo si hanno per m due soluzioni realsérde in quanto il discriminant® > 0, andando
a sostituire tali soluzione nell’equazione del fast travano le equazioni delle due rette: pedant
per P passano due rette tangenti

Un altro metodo per determinare la tangentergdcirconferenza, note le coordinate del centro e
quelle del punto di tangenza, e quello di ayzpé la formula diretta
(xp + a)(x - xp) + (yp + ,3)(3/ - yp) =0
dovea e sono le coordinate del centro dedleconferenza epe y, sono le coordinate del
punto di tangenza.
Un ulteriore metodo che abbiamo gia trattatde he coordinate del punto di tangenza, e quello
dello sdoppiamento

Caso particolare:

Se una circonferenza passa per 'origine deggli (¢ = 0 ) 'equazione della tangente alla cir
conferenza nell'origine si ottiene uguagliardpero il gruppo dei termini di primo grado
dell’equazione della circonferenza: ax + by =0

- Angolo fra retta e circonferenza e tra due ceonferenze, che si intersecano :

Def. 7) L’angolo di intersezione di una aettdi una circonferenza € I'angolo formato tra la
retta e la retta tangente @llleonferenza nel loro punto di intersezione

Def. 8) L’angolo tra due circonferenze, shetersecano in un punto ,é I'angolo formatdedal
due tangenti in detto punto .
Date le equazioni delle dueanferenze :
2+y*+ax+by+c;=0 , x2+y*+ax+byy+c, =0
Si dimostra che il valore datigolod tra due circonferenze, che si intersecano in un
Punto e
a,a;+biby,—2(c1+cy)
- 41115
dove; ed B sono i raggi delle due circonferenze
Casi particolari:
-) Due circonferenze si tagliamtogonalmente se;a, + b;b, — 2(c; +¢;) =0

cos 9

-) Due circonferenze sono taniggea,a, + b1b, — 2(c; + ¢;) = +4nr, : cioé
cosd =+1. ( + tangenti internamente. — tangenti esternaenent

-) Se due circonferenze di c@@y e G sono ortogonali le tangenti all'una, nei loro
punti comuni, passano peentro dell’altra e se r ed sono i loro raggi si ha:
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N
C,Cy =rf +1f

Cioka; — )%+ (B1 —B2)? =12+ 1% con Ci(ag;Bi)e Clay ;Ba).

Questo teorema vale per tutti i tipi di conica

Teorema 6 ) (di Poncelet): Il segmento di tangeariabile ad un conica, compreso tra due
tangenti

fisse , & visto da un fuoco sotto un angoldasus.
Qui di seguito diamo alcune circonferenze di sigatfvo pregio geometrico

Circonferenza dei nove punti o di Feuerbach:

Se ABC sono i vertici di un triangolo, allora i punti _,f«"”‘, T
medi dei lati, i piedi delle altezze ed i punti medi dei T
segmenti compresi fra I'ortocentro e i rispettivi vertici
del triangolo giacciono sulla stessa circonferenza.

Riferito il triangolo ad un sistema cartesiano A i

ortogonale: A(a;0),B(B;0)eC(0;y), ARy i
I'equazione della circonferenza passante per i nove :‘ /.;'// 1 LTENC
punti e : Vit N

2 AL i)
2 2 a+ .8 . | A aﬂ i \
x“+y x y=0 | .
2 2y q \
Proprieta:

1) Laretta sostegno dell’ortocergdil il
centro di detta circonferenza e la retta di Eulero: RE SN
retta passante per il baricentro, il circocentro e
I'ortocentro del triangolo ABC Figl 4

2) Il punto medio del segmento drasit I'ortocentro ed il circocentro del triangdd@C
coincide con il centro di detta circonferenza e@glgio di questa € la meta del raggio della
circonferenza circoscritta al triangolo

Una delle applicazioni della circonferenzeFéuerbachsta nella ricerca dei poligoni regolari col
semplice uso di riga e compasso.

Si traccia un triangolo isoscele con I'angolo atiiee uguale a quello
dell'angolo al centro che sottende il lato del goho regolare:

- ) Se il triangolo e sempre isoscele con I'angolo al vertice di 36° la
circonferenza di Feuerbach determina un pentagono regolare coi cinque

vertici sui lati
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-) Se il triangolo € equilatero la circonferenz#&adierbach passa per 6
punti: infatti i piedi delle altezze ed i punti medi dei lati relativi sono coincidenti,
tali punti determinano I’esagono regolare con tre vertici sui lati del triangolo

- .. . 180\
- ) Se il triangolo € isoscele con I'angolo al vertice uguale a (7) la

circonferenza di Feuerbach determina un eptagono regolare con cinque
vertici sui lati e due sui punti medi degli archi esterni al triangolo.

- ) Se il triangolo e sempre isoscele con I'angolo al vertice di 45° la
circonferenza di Feuerbach determina un ottagono regolare con cinque vertici
sui lati e gli altri tre nei punti medi degli archi interni al triangolo.

... e cosi di seguito.

Circonferenza di Mathieu

Se una circonferenza taglia i lati di un triangolo
ABC nelle proiezioni E, F, G di un punto P interno
ad ABC, essa li taglia ancora nelle proiezioni E’,
F’, G’ di un altro punto P’ interno, simmetrico ®i
rispetto al centro della stessa circonferenza.
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5 APPENDICE

Sul concetto di diametro di una conica

Il concetto di diametro nella storia della materetia avuto uno sviluppo significativo, come
d’altronde appare chiaro quando abbiamo richiaralimenti di Geometria Proiettiva: infatti e
proprio in quel contesto teorico che esso rivesteuolo fondamentale. Partiamo dunque dal suo
contesto originario: la Geometria euclidea.

Si chiamacordadi una circonferenza o in generale di una figueag@ convessa ogni segmento che
abbia gli estremi sulla circonferenza o sul comaella figura.

Se la figura, come la circonferenza, ammette utraeh simmetria, allora la corda passante per
tale centro si chiamdiametra

Le rette sostegno di tali diametri sono dedtite diametrali.

Oltre alle circonferenze si parla di diametri naradlelogrammi, nei poligoni regolari
Nella circonferenza valgono i seguenti teoremi:

- “ll diametro di una circonferenza e la corda massi
“ Tutti i diametri di una circonferenza sono congti”
“ Un diametro divide la cerchio in parti congruénti

Nel parallelogrammo valgono i seguenti teoremi:

“ Tutti i diametri di un parallelogrammo sono disedj, le loro lunghezze sono
comprese tra le lunghezze delle due diagonali “
“ Un diametro di un parallelogrammo divide il paekdgrammo in figure congruenti”

In Stereometria si parla di diametro nelle sfeneleparallelepipedo con la stessa accezione data ne
piano.

Sara Apollonio che sviluppera il concetto di diaraetlle Coniche: infatti tale estensione fara dire

al matematico che nessuno prima di lui aveva stoidiiamodo nuovo e completo le proprieta delle
coniche. Questi introduce per la prima volta il @etto di diametro coniugato ad un diametro

[l

assegnato. Nella circonferenza il diametro conim@at diametro perpendicolare a quello
assegnato: infatti dovendo verificare la relaziamme abbiamo visto nel capitolo IV,

B
Cmm’+E(m+m’)+A=O

Poiché nella circonferenza C = A e B =0, discerite m’ = — — che non e altro che la condi-

zione di perpendicolarita.

Se da una parte é parso semplice ad Apollonio @sterall’ellisse il concetto di diametro come |l
segmento passante per il suo centro ed aventstggingi sul contorno dell’ellisse, alquanto arduo é
apparso estendere tale concetto alla paraboléapedible. Infatti nell’ellisse tale concetto consa
ancora le prerogative della definizione data gpsto della circonferenza, con la differenza iche
diametri dell’ellisse sono congruenti a coppiegdialiametri simmetrici agli assi sono congruenti
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fra loro ma sono diversi con gli altri. Per indivate
il diametro coniugato di un diametro assegnato
Apollonio estende la proprieta della circonfereaza
del parallelogrammo: il fascio di corde paralleie d
una circonferenza o di un parallelogrammo ammette
uno ed un solo diametro che passa per i punti medi
delle corde del fascio. Pertanto egli considera la
corda del fascio di corde parallele dell’ellisée c ;

passa per il centro come diametro assegnato e il ,

diametro passante per i punti medi delle corde come Fig. 47

diametro coniugato. Cosi risolve elegantementéibatzione di diametro coniugato nell’ellisse,
dando anche la regola geometrica per determinddiba figura 46) AB € il diametro assegnato,
mentre CD ¢ il diametro coniugato di AB. E’ chiatte se si tracciano le corde parallele ad CD, il
diametro AB passa per i punti medi di tali cordeeetanto AB € il diametro coniugato di CD.

Come nella circonferenza e nel parallelogrammo amntlguesto contesto la lunghezza dei diametri
e finita.

Apollonio chiama diametro di una parabola la settareavente 'origine sul contorno di essa e che
passa per i punti medi delle corde parallele deiabola. Egli dimostra che tale semiretta
parallela all'asse della parabola. E’ chiaro ch@gui fascio di corde parallele corrisponde un
determinato diametro. Tutti i diametri sono congitué&a loro e sono tra loro paralleli.

La parabola non ha un centro e quindi in questtesbm cade una delle prerogative della
definizione di diametro data nella circonferenza, n 3

parallelogrammo e cosi pure nell’ellisse. Tale naaza
sara recuperata in seguito dalla geometria progettove
si afferma che la parabola come le altre conicherha
centro e due fuochi solo che essa ammette un fedco
centro in un punto all'infinito e precisamente pahto
improprio della parabola: cioe nella direzione 'dsle
della parabola. Nella figura accanto la semirgita
origine A e un diametro della parabola in quantsspa
per i punti medi delle corde parallele.

La lunghezza dei diametri di una parabola e irdinit

Fig. 48
Relativamente all'iperbole egli considera le quategioni del piano individuate dagli asintoti. Le
rette, che costituiscono gli angoli opposti, fornakatgli asintoti e contenenti I'asse trasverso
dell'iperbole, sono rette diametrali; e, le cordiercettate su di esse dai rami di iperbole sono
diametri. Le rette, che costituiscono gli ang@posti, formati dagli asintoti e contenenti I'asss
trasverso o secondario dell'iperbole, sono dettm@nrette diametrali nell’accezione che andiamo
a determinare. Infatti fissata una retta diameteade conseguenza il diametro da essa intercettato
sull'iperbole e tracciate le tangenti all'iperbalgli estremi del diametro , queste intersecano gli
asintoti in quattro punti a due a due simmetrgpeitto al centro dell’iperbole. Questi quattro punt
unendoli con un poligonale, determinano un pa@elmmo. Se dal centro del parallelogrammo si
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conduce una retta parallela alle tangenti sopria deide retta € univocamente determinata ed € una
retta diametrale per il parallelogrammo. Pertaessendo tale retta connessa alla retta diametrale

fissata dell'iperbole, essa é detta rett *y

diametrale coniugata a tale retta |l a\ « 22
segmento della retta diametrale coniu- “\\ . B Gz

gata intercettato su di essa dal paralle- L 7 -1
logrammo e il diametro coniugato al \ LI 7

diametro intercettato dalla retta diame- A o~/ N o
trale fissata. e

Pertanto anche per l'iperbole come > ol

per l'ellisse si parla di diametri e dia- -

metri coniugati, le cui lunghezze sono

finite. Nella figurad e la retta
diametrale fissata, DD’ il diametro da Fig. 49

guesta determinato sull'iperbolela retta diametrale coniugatal@ CC’ il diametro coniugato.
Possiamo ora estendere all'iperbole il Teoremagmblianio gia dato per I'ellisse a pag 215:

“ Tutti i parallelogrammi aventi come diagonali ddiemetri coniugati di un’iperbole sono
equivalenti fra loro “

Anzi possiamo affermare in generale la proposizione

“ Data una conica a centro, i parallelogrammi aveortne vertici gli estremi di due diametri
coniugati sono tutti fra loro equivalenti

Si dimostra che I'area di tali parallelogrammi éialg all'area del rombo avente come diagonali gli
assi della conica. Diamo qui un’indicazione grafica

Il parallelogrammo DCD’C’ € equivalente al rombdBAB’ sia nell’ellisse quanto nell'iperbole.

Fit Fig. 51
Verifichiamo analiticamente la proposizione enutecizel caso dell'iperbole, analogo procedimento
vale per l'ellisse.
2 2
Sia data I'equazione dell'iperbole in forma cananz — % =1,siaD’(x,y) un punto
dell'iperbole: cioe b%x? — a?y? = a?b?. Sianos, : y = gx e y= —Sx gli asintoti

dell'iperbole. Sid; : ’;—f — 3%’ =1, laretta tangente all'iperbole in D’. Sida retta parallela &
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passante per il centro O dell'iperbole, la cui exjprRe € y = x SiaDEx,—y) il punto

simmetrico di D’ rispetto al centro O, gla y = ;x la retta passante perDeD'.
Sia E il punto di intersezione della retiaon I'asintotos,, le cui coordinate sono date dal sistema:

= . = . Zb
—x x—y y:]_ x=%
a? b? R bx — ay
b ab?
= —X e —
YT ky bx —ay

Sia d; la retta passante per E e parallela alla eti@ cui equazione é

ab®> 'y a’b
Y "bhi—ay z\" bri-—ay

Sia C’ il punto di intersezione della retiae la rettar, le cui coordinate sono date dal sistema:
y— =Yy L)

bx—-ay x bx-ay
y = ﬁx
a2y
I(bzfx_ ab? =2(x— 2p ) If<bz_x_z>x= ab®>  a’by
4 a’y bx —ay x bx — ay IR 4 a’y x bx —ay x(bx — ay)
’x b?x
l -5 l Y=
b%x? — a?y? ab(bf — ay) ay
J azxy ~ x(bx — ay) . =7
b2x bx
\ Yyt a

L’area del parallelogrammo DCD’C’ e due volta I'argel triangolo DD’C’ e pertanto essa € uguale

oy bE
b a ag? _bxt _ ag® _ bt _ 2p%ioay?) _ 2072

dq X y 1 b a xy+xy+ b a ab ab = 2ab
-x =y 1

L’area del rombo ABA'B’ & data d%ﬂ -BB’ = %(Za)(Zb) = 2ab

Vista I'arbitrarieta della scelta del punto D’,néa del parallelogrammo vale per qualsiasi purtd e
conseguenza per qualsiasi coppia di diametri caiiwglativi ai punti scelti.



CAPITOLO VI 249
MISCELLANEA

-) FASCIO DI CONICHE,

-) LUOGHI GEOMETRICI CONNESSI CON LE CONICHE

-) CURVE DEDUCIBILI DALLE CONICHE

-) TRASFORMAZIONE DEL PIANO IN SE’ : Inversione @olare.

1 FAsCIO DI CONICHE

- Caratteri generali:

Dalla geometria elementare il concetto di fascienei definito a livello di insiemi di rette,
distinguendo due casi:
-) se le rette dell’insieme hanno un punto P admane o che passano per lo stesso punto P si dice
fascio proprio di centro o punto base P,
-) se le rette dell'insieme non hanno alcun puntcomune o che sono parallele tra loro si dice che
il fascio e improprio o che hanno la medesima diez ( detta nel piano ampliato punto
improprio).
Dalla geometria analitica I'equazione di una réttax + by + ¢ = 0, che € un’equazione indeter-
minata di primo grado a due variabili x ed y cob,a; valori numerici determinati. L’equazione del
fascio invece ha sempre la forma della retta sbhéiosalori a o b o ¢ dipendono da un parametro
k, al variare del quale si individuano le equakitglle infinite rette del fascio. Se e solo ilrténe
noto c dipendente dal parametro k, allora si dleil fascio di rette € improprio: cioe le rettns
parallele; se invece a o b dipendono da k, sichieeil fascio & proprio: cioé tutte le rette deddio,
determinate dalla variazione di k, passano perstesso punto.
Sempre dalla geometria analitica sappiamo che gterminare le coordinate di un punto del piano
dobbiamo mettere a sistema le equazioni di due.r@iesta considerazione discende direttamente
dalla geometria elementare: due rette di un piarsd intersecano o sono parallele. Mettendo a
sistema le equazioni di due rette si ottiene aigabrente un sistema di primo grado , che puo
essere possibile o impossibile. Nel caso posshile essere determinato: cioé ammette una sola
soluzione, o indeterminato : ammette infinite s@og nel caso dell'impossibilita non ammettono
soluzioni.
Nel caso possibile e determinato in geometria aoalsi afferma che le rette si intersecano in un
punto proprio, nel caso possibile ed indetermingit@fferma che le rette sono sovrapposte o
coincidenti, nel caso dellimpossibilita si affeairahe le rette sono parallele. Tolto il caso deltee
coincidenti, che in altri termini sono la stesstarerestano solo due casi: rette incidenti e rette
parallele.
Un metodo per individuare I'equazione di un fagdiioette sta nel fare una combinazione lineare di
due qualunque rette particolari del fascio:
es. Fascio proprio: Siano x +2y+3 =0 e-3% + 2 =0 due rette particolari, 'equaziore d
fascio é

(x+ 2y +3)+k(3x-4y +2)=0
Da cui (1k3Ix+(2-4k)y+(3+2k)=0
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Poiché il parametro k figura nei coefficienti dela della y, che risultano diversi qualunque kia i
. . . . . .. N 8 7
valore di k , il fascio risulta un fascio propricui centro é P (E T ).

Es. Fascio improprio: Siano 4x — 2y +5 = 0 e-2x+ 3 = 0 due rette particolari, 'equazione del
fascio e
(4x—-2y+5)+k(2x-y+3)=0

Da cui (k)X -(2+k)y+(5+3k)=0
Raccogliendo il 2 nel coefficiente della x e divide ogni monomio del primo membro per 2+k
. 5+3k
Si ha X2y + =
2+k

Poiché il parametro k figura solo a termine notdratta di un fascio improprio: cioe di rette
parallele di coefficiente angolare m = 2.

L’analisi algebrica della risoluzione di un sisteghaprimo grado ci permette di individuare due
situazioni per il fascio di rette.
Se estendiamo tale ragionamento al caso dellelw®sia da un punto di vista della geometria
elementare che della geometria analitica, in qukistio caso la risoluzione di un sistema di
equazioni (nel caso specifico di due equazionietioado grado) ci permette di determinare le
posizioni reciproche di due coniche, ricordanddabrema fondamentale dell’algebra e il teorema
di Bezout : il primo afferma:
- Teorema “ Ogni polinomio non costante a coeffidiestmplessi ammette una radice
complessa”
Corollario “ Ogni polinomio di grado ammette nel campo complessoadici, contate con
la loro molteplicita “;
il secondo afferma
- Teorema “ Due curve algebriche di gradedn si intersecano inm-n punti “

- Intersezione di due coniche

Pertanto se intersechiamo due coniche allora esseohal piu quattro punti reali ( in generale
sempre quattro punti che possono essere reali @agmari ). Quindi Si possono presentare cinque
casi:

1) Le due coniche non hanno alcun punto in comune

2) Le due coniche hanno un punto in comune

3) Le due coniche hanno due punti in comune

4) Le due coniche hanno tre punti in comune

5) Le due coniche hanno quattro punti in comune

Nel caso che hanno 5 punti in comune le due conadiecidono e a meno di un fattore di
proporzionalita le due coniche sono coincidentiesia situazione permette di determinare una
particolare conica del piano, basta imporre il pgg# per 5 punti distinti del piano.

L’equazione generale di una conica e , come abbdimostrato nel 11l Cap.,

Ax?+Bxy+Cy+Dx+Ey+F=0
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Che risulta un’equazione completa di secondo gregdie variabili x ed y , nella quale compaiono
sei coefficienti A, B, C, D, E, F e come nell'egiane della retta i coefficienti a , b, ¢ sono tedi,
coefficienti non sono linearmente indipendentiattifnel caso delle coniche postecA), dividendo
ogni monomio del primo membro per A si ha

2 E E 2 2 E E:
X +Axy+Ay +Ax+Ay+A 0

N

B D F . .
Posto b:Z D Cc=— d:Z Coe X f:Z , € sostituendo si ha

x2+bxy+cy?+dx+ey+f=0

Scritta la conica in questa forma, i suoi coeffitierisultano indipendenti e pertanto per
determinare una particolare conica € necessari@gaaee cinque condizioni linearmente
indipendenti: cioé cinque punti: come d’altrondeiaxe nella retta, infatti data I'equazione della
retta ax + by +c =0 posto#0 e dividendo ogni monomio del primo membro psr hba

. a Cc .
%x+y+%=0  sostituendo @'= e ¢’=— , siha a'x+y+c'=0.
Anche in questo contesto i coefficienti risultandipendenti e per determinare una particolara rett
occorrono due condizioni linearmente indipendeantié due punti.
Assegnati per le coniche 5 punti del piano, linearta indipendenti, per essi passa una ed una sola

conica del piano, definita ameno di un fattore diperzionalita non nullo, come abbiamo detto
sopra. Se vengono assegnati un numero minore ¢ puremo un fascio di coniche.

Come il fascio di rette, anche il fascio di comdh individuato dalla combinazione lineare di due
coniche, che vengono dette generatrici del fascio.

Per individuare i punti di intersezione delle dusiche generatrici € necessario porre a sistema le
loro equazioni. Tale sistema, essendo costituitdwaequazioni di secondo grado, risulta di quarto
grado e pertanto ammette quattro coppie di valegni coppia individua un punto del piano
cartesiano a cui sono riferite le due coniche. u&one del fascio al variare di k rappresenta una
conica passante per i quattro punti comuni alle dmeiche generatrici: ora quattro punti non
allineati determinano un quadrilatero piano conmliet cui coppie di lati opposti danno le tre
coniche degenedel fascio ( che corrispondono ai valori di k pguali si annulla la matrice cubica
associata all'equazione del fascio). | punti bake chiamiamo M, N, K, P possono assumere
posizioni particolari:

1) Le coniche si intersecano in quattro punti M, NQRIistinti

2) Le coniche si intersecano in quattro punti di cue c¢oincidenti: M =N, P, Q , in questo
caso le coniche sono tangenti nel punto comune

3) Le coniche si intersecano in quattro punti a ddeecoincidenti M = N e P = Q con #P,
in questo caso le due coniche sono bi tangenti
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4) Le coniche si intersecano in quattro punti di c¢ei ¢oincidenti M = N =P e MQ, in
guesto caso le coniche hanno un contato tripunit@& sono tangenti e si attraversano nel
punto coincidente.

5) Le coniche si intersecano in quattro punti tutiguattro coincidenti M=N=P=Q, le coniche
sSono tangenti con un contatto quadruplo

La conoscenza a priori di questi punti base cdorte reciproche posizioni permette di individuare
le coniche degeneri presenti nel fascio e quindsfdittarle per determinare mediante opportune
composizioni I'equazione del fascio di coniche. Qdsrendoci alla successione dei punti si ha che
nel caso

1) Le coniche spezzate o degenere sono tre e premisansono le tre coppie di rette che e
possibile costruire: 16 M, N) , b(M,P), 3 (M,Q ), u(N,P ), 8N, Q),6(P,Q).
Una possibile combinazione potrebbe essere
rre+ kr,-rs=0
2) Le coniche spezzate o degenere sono due e prectalaeetta tangente t ( M) con(R,Q )
e p(M,P) con M, Q)
La combinazione &
t'n+kr,-r=0
3) Le coniche spezzate o degenere sono due e precitalag( M) con ( P) e larettar (M,P)
contata due volte .
La combinazione &
ti t, +k(r)?=0
4) Le coniche spezzate € una e precisamente la t(Matzodue volte , larettar (M, Q) serve
di appoggio .
La combinazione e
®?*+ kt-r=0
5) Le coniche del fascio presentano una sola conigardee nella retta tangente in t(M) contata
due volte:
La combinazione e
foy) +k(®)? =0
Con f(x,y) I'equazione della conica particolare thdcio nota che ha un contatto quadripunto
con la tangente tin M.

Per ogni caso facciamo un esempio:

1) Determinare il fascio di coniche passanti per itpM{0 ;3) ,N(4;0),P(0;-3) e
Q (-2 ; 0) e calcolare i valori del parametrodmbinatorio per cui le coniche del fascio
siano ellissi, iperboli o parabole.

Risoluzione
Consideriamo due coppie di rette , che si posgomoare coi quattro punti: e , precisa-
mente

i(M;N)= 3x+4y-12=0 ; 6(P; Q)= 3x+2y+6=0
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r3(M; Q)= 3x-2y+6=0 ; 4JN;P)= 3x-4y-12=0

Sianol'; = (3x + 4y — 12)(3x + 2y +6) =© 9x2 + 18xy + 8y —18x — 72 =0
el = (3x - 2y + 6)( 3x - 4y -12) = & 9x? — 18xy + 8y? — 18x — 72 = 0 le due

coniche spezzate o0 degeneri ; operian@ocomposizione lineare fra queste ed otteniamo |l
fascio di coniche:

® = Ty + ko= (9x2 + 18xy + 8y? — 18x — 72) + k(9x% — 18xy + 8y%? — 18x — 72) =0
Da cui moltiplicando e raccogliendo aillequazione normale del fascio di coniche
9k + Dx?+18(1 —k)xy +8(1 + k)y? —18(1+ k)x - 721+ k) =0

Discutiamo la natura delle conichedgtndo il discriminante del trinomio di secondo
grado:
i Se%>0: 811 — k)2 — 72(1 + k)20 , cioé k< 17-18Z U k> 17 + 13/Z,
allora le coniche del fascio sono delle iperboli
- SeS<0: 8X1— k) —72(1+k)?<0 , cioé 17-19Z < k<17 + 132,
allora le coniche del fascio sono delle ellissi
- Sez=0:8Y1-k)2—72(1+k)?=0, cioé k=17-12 o k=17+142,

allora le coniche del fascio sono delle parabole.

2) Determinare I'equazione del fascio di coniche &antigin M (0 ; 2) alla retta
t=x—-2y+4=0epassante perP (3;0) e QE0.

Risoluzione

Consideriamo le tre rette

i(M;P)= 2x+3y-6=0 ; 6P;Q)= x-y-3=0 ; 4(M;Q)= x =0 ;
Sianol = (X—2y+4)(X-y-3 )=0x2—-3xy+ 2y +x+2y—12=0
el,=x(2x+3y-6 )=0>2x%+ 3xy — 6x = 0 le due coniche spezzate o degeneri ;

operiamo una composizione lineare frastel ed otteniamo il fascio di coniche:
® = T+ ko= (x2—3xy+2y> +x+2y—12) +k(2x? + 3xy — 6x) =0
Da cui moltiplicando e raccogliendo sillequazione normale del fascio di coniche
(1+2k)x?+3(k—Dxy+2y*+ (1 —-6k)x+2y-12=0

Discutiamo la natura delle coniched&tndo il discriminante del trinomio di secondo
grado:

- SeA>0: 9k—1)?2-8(1+2k)>0, cioé k<@ u k>@

allora le coniche del fascio sono delle iperboli
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. . 17-270 17+2/70
- SeA<O:Qk—1)2—8(1+2k)<0,0|0e—\/_ < k<+T\/_

allora le coniche del fascio sono delle ellissi

- SeA=0:gk— 1) ~8(1+2k) =0, ciod ke

allora le coniche del fascio sono delle parabole.

_17-2V70
=

k

3) Determinare I'equazione del fascio di coniche tamiga M( O ; 4 ) alla retta
th=2x—-y+4=0etangentiinP (6;0) allarettee x - 2y — 6 = 0.

Risoluzione
Consideriamo la retta r(M; B)2x+3y-12=0
Sianol = (X—2y-6)(2x-y+4 )=6 2x> —5xy +2y? —8x—2y—24=0
el,= 2x+3y-123=0- 4x + 12xy + 9y? — 48x — 72y + 144 = 0 le due

coniche spezzate o degeneri .
Operiamo una composizione lineare frastgled otteniamo il fascio di coniche:

® = T+ k= (2x2 —5xy +2y2 —8x — 2y —24) +
+ K (4x% + 12xy + 9y? — 48x — 72y + 144) =0

Da cui moltiplicando e raccogliendo aillequazione normale del fascio di coniche
2(1 + 2k)x? + (12k — 5)xy + (2 + 9k)y? — 8(1 + 6k)x — 2(1+36K)y +(144k — 24) =0
Discutiamo la natura delle conichedgtndo il discriminante del trinomio di secondo
grado:
_ SeA>0: (12k — 5)% — 8(1 + 2k)(2 + 9k) > 0 , ciod k<%
allora le coniche del fascio sono delle iperboli
. SeA<0:(12k — 5)% — 8(1 + 2k)(2 + 9k) <0, cioé k 3%
allora le coniche del fascio sono delle ellissi
- SeA=0:(12k—-5)>—8(1+2k)(2+9k)=0, cioe k
allora le coniche del fascio si riduce ad una palabola.

9
224"

4) Determinare I'equazione del fascio di coniche lseno un contatto tripunto in M(3; 0)
di cuit=3x -y -9 =0 ¢ la retta tangente in M, ed ingitassano per il punto Q (0;5).

Risoluzione

Consideriamo la retta r(M; &)5x+3y-15 =0
Siano; = (3x- y- 9) =0 9x? — 6xy + y? — 54x + 18y + 81 =0
elf,=Bx—-y—-9)(5x+3y-15 )=6 15x2 + 4xy — 3y? —90x — 12y + 135 =0
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le due coniche spezzate o degeneri .
Operiamo una composizione lineare fraste ed otteniamo il fascio di coniche:

® = I+ k= (9x% — 6xy + y2 — 54x + 18y + 81) +
+k (15x% + 4xy — 3y? —90x — 12y + 135) =0

Da cui moltiplicando e raccogliendo silleguazione normale del fascio di coniche
3(3 + 5k)x% — 2(3 = 2k)xy + (1 — 3k)y? — 18(3 + 5k)x + 6(3 - 2K)y +27(3 +5k) = 0

Discutiamo la natura delle coniched&tndo il discriminante del trinomio di secondo
grado:

A .
- Sez >0:(3—-2k)* -3 —3k)(3+5k)>0, comunque sia k

le coniche del fascio sono delle iperboli non spresenti altri tipi di coniche

5) Determinare il fascio di coniche che in M( 4 ; Ohanno un contatto quadripunto con la
circonferenza %+ y>- 4x = 0.

Risoluzione

Consideriamo la retta tangente inllél @rconferenza: x =4
Sialh=(x—4)2=0->x2-8x+16=0
L’'unica conica spezzata o degenere.
Operiamo una composizione lineare frastm e la circonferenza otteniamo il fascio di
coniche:

® =T+ k=X+y-4x+kx2—8x+16)=0

Da cui moltiplicando e raccogliendo aillequazione normale del fascio di coniche
(1+k)¥+y—4(1+2k)x+16k=0

Discutiamo la natura delle conichedgtndo il discriminante del trinomio di secondo
grado:
- SeA>0:—-4(1+k)>0,cioe k<-1
allora le coniche del fascio sono delle iperboli
- SeA<0:—-4(1+k)<0,cioe k>-1,
allora le coniche del fascio sono delle ellissi
- SeA=0:-4(1+k) =0, cioe k —1,,
allora le coniche del fascio si riduce ad una palabola.

6) Determinare I'equazione della conica passante’peginhe O (0 ; 0) e per il punto
A (1;-1)eche presentain A un contatto quadnto con la circonferenza
x24+y2=2x+y+1=0
Risoluzione
La retta tangente in A alla circonferenza, medidmtegola dello sdoppiamento &
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1 1
1x—1y—§2(x+1)+§(y—1)+1=0

y+1=0
Il fascio di coniche é dato da:
x2+y?=2x+y+1+k(y+1)=0
Imposto il passaggio per 'origine: k = -1, saggndo nel fascio si ha la conica richiesta
x2=2x—y=0
Che risulta una parabola con vertice in A. La aifeoenza € la circonferenza osculatrice in
A. L'inverso del suo raggior(%) e il valore della curvatura della parabola nel gexice

(chenelcasoe 2).

Osservazionell contatto quadripunto di una curva con unaariferenza ci permette di
individuare il valore della curvatura della curva punto di contatto. ( questo argomento e
trattato dall’ Analisi Matematica, qui lo diamo perciso ) Si definisce curvatura in un
punto P di una curva piana regolare, la cui funziéralmeno due volte derivabile, il limite
del rapporto tra I'ampiezza dell'angoty formato da due tangenti alla curva una in P e

l'altra in un punto Q appartenente alla curva proesa P, e la lunghezza dell'arco di curva
[9(P,Q)|

Q=P ;o)

Se la curva e il graficodi y=f(x) con f(@meno due volte derivabile in P , allora si

dimostra che

compreso tra P e Q: ¢,(P) = lim

lyp ()]
r(P) =
T Tt 0BT

L'inverso del valore della curvaturg.(P)e il raggio della circonferenza osculatrice alla
curva nel punto P. Nel nostro caso, avendo la efezenza osculatrice, lI'inverso del suo
raggio ci da la curvatura della parabafh— 2x —y = 0 in A, essendo il vertice in detto

punto si ha la massima curvatura.

NB. Dagli esercizi appare evidente la constatazidme le coniche degeneri permettono in modo
semplice la costruzione dell’equazione del fasomige le coordinate dei punti base. E’ chiaro che
non sempre e possibile individuare i punti baselvendo un sistema di quarto grado in quanto
'equazione risolvente dopo la sostituzione € ungjone di quarto grado: equazione che se non
cade in casi di algoritmi algebrici usuali non seengi € in grado di risolvere a meno che dopo un
laborioso e lungo procedimento di calcolo si rieggglicando le formule di Cardano-Ruffini.

- Metodo dei fasci per la ricerca del fuoco di unaonica

| fasci di coniche degenere ci permettono di cal@lfuochi e direttrici: infatti I'equazione delle
coniche che posseggono un fuoco nel punto; F{ ) e per direttrice relativa ad esso la retta:
ax+by+c=0

Appartengono al fascio individuato dalla conicaetegre nelle rette isotrope : cioé le rette isotrope
uscentida F,(x —a)+i(y—B)=0e (x—a)—i(y—pB) =0 ; e, dalla direttrice contata due
volte. L’equazione del fascio risulta:
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x—a)’+(y—PB)?+k(ax+by+c)*=0

Ora, conoscendo I'equazione della conida? + Bxy + Cy> + Dx + Ey+ F =0, sia F@; )
uno dei suoi fuochi e siax + by + ¢ = 0 la direttrice relativa. Consideriamo il fascio:

1) Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F+ (ax+by+c¢)>=0

(avendo incluso nei parametri a,b,c il parametrmlmioatorio k). Condotte da F le tangenti alla
conica data, queste generano una conica degeridescle 1) e precisamente

x-a)?+@—-p?*=0

Che rappresenta un cerchio di centro F e raggim.nDeterminare F quindi significa calcolare i

parametri a,b,c del fascio in modo tale da indisi@uuna circonferenza a raggio nullo, quindi
determinare le coordinate del centro di tale cifemnza che coincidono con le coordinate del
fuoco e sostituiti i valori a,b,c nell’equaziondldeetta e si ha la direttrice.

Applichiamo questo procedimento alla ricerca deichi e della direttrice della conica:

1) x2—4x+2y—1=0
Determiniamo I'equazione del fascia? — 4x + 2y — 1+ (ax + by + ¢)? =0
Ridotta a forma normale diviene:
((1 + a®)x? + 2abxy + b?>y? + (2ac —4)x + 2bc + 2)y+c?>—1=0
Perché questa conica sia una circonferenza, dexanfwarsi queste condizioni:

{1 + a? = b?

2ab =0

. o . a=0 b=20 . . N .
Risolvendo il sistema si ha{b _ 41 Oppure {a 4 il secondo sistema da valori

immaginari, che non offrono interesse. Sostituiguimdi a=0eb =1, siha
x2+y?—4x+ Qc+2y+ct-1=0
Imponiamo che il raggio della circonferenza sidaul
2= 22+ (c+1)?—-c*+1=0
Risolvendo siha 2c=-6 ,dacui c=-3
L’equazione della circonferenza del fascio con ragalio e :
x2+y?—4x—4y+8=0
Il centro di detta circonferenza & C (2 ; 2) encmle con il fuoco della conica: F (2;2)
Mentre la direttrice € y—3=0
Allo stesso risultato si perviene sostituendo ae=B)= -1. Quindi la conica ammette un solo
fuoco, si tratta di una parabola.
Infatti esplicitando rispetto alla y si ha la formarmale della parabola:

y=— %xz + 2x + %
applicando le regole gia viste precedentementededmate del fuoco sono:
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b 2
Xp=—75—=— 1:2

(
i 2 2(—y)
|k 1-4_1-¢+D

s

F(2;2) eladirettrice ha equazione
1+4 1+4+1 _

R P

2

che coincidono con i valori trovati
E’ chiaro che in questo esercizio la strada piuneadca e quella di applicare le regole
precedentemente acquisite.

2) 3x2+4y*+8y+1=0
Determiniamo I'equazione del fasci@x? + 4y*> + 8y + 1 + (ax + by + ¢)> =0
Ridotta a forma normale diviene:
(B3 + a®)x? + 2abxy + (4 + b?)y? + 2acx + 2bc +8)y +c?+1=0
Perché guesta conica sia una circonferenza, dexanifaarsi queste condizioni:
{3 + a? = 4 + b?
2ab =0
Risolvendo il sistema si ha{ b=0 oppure {a - 0. il secondo sistema da valori
a==1 b=4i "’
immaginari, che non offrono interesse. Sostituiguimdi a=1eb =0, si ha
4% + 4y +2cx+8y+c?+1=0
Imponiamo che il raggio della circonferenza sidaul
2 2
oo (Y -
Risolvendo siha 12 -3s 0 ,dacui ¢ =2
L’equazione della circonferenza del fascio con raggillo € :

per a=tl,b=0ec=2: x4 +4y*+4x+8y+5=0 C(—%;—l)

0

per a=t1,b=0ec=-2: #+4y?—4x+8y+5=0 C(%,—l)

Pertanto i fuochi sono { (‘—% ; —1) con direttrice : x+2=0
2 (I‘—% ; —1) con direttrice: x-2=0

Anche qui potevamo procedere con leleegia incontrate, dato che si tratta di un’edliss

traslata di vettong0 ; -1).
3) 5x%—6vV3xy —y? + (6v3—10)x + (6v3+2)y + 28— 6V3=0

Determiniamo I'equazione del fascio:
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5x% — 6v3xy —y? + (6v3 —10)x + (63 + 2)y + 28 — 6v3 +(ax + by + ¢)* = 0

Ridotta a forma normale diviene:
((5+ a®)x? + (2ab — 6v3)xy + (b? — 1)y* + (2ac — 10 + 6v3)x + (2bc + 2 +
+6V3)y +c2+28-6V3=0
Perché questa conica sia una circonferenza, dexanfwarsi queste condizioni:
{5 +a?=bh*-1

2ab —6V3 =0
a==

Risolvendo il sistema si hai b=13 0 ure{ 3 il secondo sistema da valori
a=+v3 PP = 43

immaginari, che non offrono interesse. Sostituiamimdi a =v/3 e b =3, si ha
8x% +8y? + (2v3c — 10 + 6V3)x + (6c + 2 + 6V3)y + 2 + 28 —6V/3 =0
Imponiamo che il raggio della circonferenza sidaoul
o <_2\/§c—10+6\/§>2+<_6c+2+6\/§>2_cz+28—6\/§_0
16 16 8

Risolvendo si ha’cer 20/3 +3)c +6vV3 —36=0 ,dacui ¢c=v3—-3+4V3

a=3/3-3 e §=-5/3-3

L’equazione della circonferenza del fascio caygia nullo é :

per a=tV3,b=3ec=93-3 : &2 +8y2+8x+(24V3- 16)y + 64 —24V3 =0

1 2-3V3
C(_E’ 2 )
per a=+3,b=3ec=-§3-3:8x%+8y? —40x + (16 + 24V3)y + 112+ 243 =0
@5_2+3\/§)
2’ 2

Pertanto i fuochi sono ; (‘—% . 2733

) con direttrice :v/3x +3y + 3/3-3=0

2

2 (IE ; 2+2‘/§) con direttrice :v/3x +3y - 5/3-3=0

- FASCIO DI PARABOLE

-)DatiipuntiA (X ;ya)eB (% ;Ys)cCOn x#Xg, S€ Y =mx+q € la retta passante per Ae B
la combinazione lineare
y=mx-q+k(x=xg J(x=x,) =0
rappresenta il fascio di parabole con assallelo all'asse y e avente A e B come punti base.
Se I'asse della parabola € parallelo ali@ ré= ax+by+c=0, allora si tracciano le rette paral-

lele at passante per A e B e siano fispehente ax+by+p=0 e ax+by+g=0 . la combina-
zione lineare diventa:

y —mx-q+ Kax+by+ p)(ax+by+qg) =0
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Esercizi:
1) Determinare il fascio di parabole con gsmellelo all'asse delle ordinate e
passante per A(3; 5) e Bg2

Risoluzione
Determiniamo I'equazione della retta passante peBA' y = - x + 8 , il fascio é dato da
y+x—8+k(x—3)(x—2)=0
La cui equazione in forma normale® = —kx? + (5k — 1)x + 8 — 6k

2) Determinare il fascio di parabole con asse pamliélasse delle ascisse e
passante per A(-2;3)e B (-3;-5).

Risoluzione
Determiniamo I'equazione della retta passante perBA y = 8x + 19, il fascio & dato da
y—8x—-19+k(y—-3)(y+5)=0
2k+1 15k+19

. . . N k
La cui equazione in forma normale & = gyz + s VT T4

3) Determinare il fascio di parabole con asse pdoatiBa retta 3x - 2y + 1 = 0 e passante per
Al;4)eB(-2;3).

Risoluzione:

Determiniamo I'equazione della rettagamnte per Ae B: 3y —x—11 =0, le equazioni
delle rette parallele all'asse passp@tiA e B: 3x—2y+5=0, 3x -2y + 12 = Ofakcio e
dato da

3y—x—11+k(Bx -2y +5)B3x—2y+12) =0
La cui equazione in forma implicita é:
Okx? — 12kxy + 4ky? + (51k — 1)x — (34k —3)y + 60k — 11 =0

-) Data laretta y = mx+q e detto T+(;xyr ) un suo punto, I'equazione
y—-mx—q+k(x-x;)*=0
rappresenta il fascio di parabole con assallpk all'asse y e tangenti alla retta data nel
suo punto T.
Se l'asse della parabola € parallelo alaré= ax+by+c=0, allora si traccia la retta parallela a
t passante per T e sia ax+by+p=0 , la coazone lineare diventa:

y—mx-q+ Kax+by+ p)° =0
Esercizi:

1) Datoil punto T (2 ; 3), determinare il fascigpdrabole con asse parallelo all’asse delle
ordinate e tangenti alla retta passante per=Tyt= 2x — 1. Determinare poi la parabola
del fascio che passa per il punto A (-1; 5).

Risoluzione:

L’'equazione del fascio €y — 2x + 1 + k(x — 2)%= 0, che ridotta in forma normale e
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y=—kx*+2Qk—-1x— (4k+1)
Imponendo poi la C.N.S perché un punto appartedgaa curva, calcoliamo il valore di
k per cui la parabola del fascio passa per A:

5=—-k+2Qk-1)(-1)—-(k+1)
Dacui k=-8
Pertanto I'equazione della parabola e

y =8x? —34x + 31
2) Datoil punto T (-2 ;5), determinare il fasdoparabole con asse parallelo all’asse
delle ascisse e tangente alla retta passante peeV = x + 7. Dterminare il parametro k
per cui la parabola del fascio interseca I'asske @aicisse in A(3 ; 0)
Risoluzione:
L'equazione del fascio & — x — 7 + k(y — 5)? = 0, che ridotta in forma normale e
x = ky?— (10k — 1)y + 25k — 7
Imponendo poi la C.N.S perché un punto appartedgaa curva, calcoliamo il valore di
k per cui la parabola del fascio passa per A:
3=25k -7

Da cui k :é
Pertanto I'equazione della parabola e:

2
X = §y2—3y+3

3) Datoil punto T (1;-4), determinare il fasciopdirabole con asse parallelo alla retta
r = y = 3x — 2 e tangente alla retta passante per £ yt= —x — 3.
Risoluzione
Determiniamo la retta parallela all'asse passaeteT : y = 3x — 7. L'equazione del
fascio €y + x + 3 + k(y — 3x + 7)? = 0, che ridotta in forma implicita é:
Okx? — 6kxy + ky? — (42k — D)x + (14k+ 1)y + 49k +3 =0

-) Dati i punti A(x ; 0) e B(x%;0) il fascio di parabole di punti base Ae B e
y =alx —x)(x —x3)
se X=X, il fascio di parabole si riduce a y é&xa— x,)? e tutte le parabole sono
tangenti in A con asse parallelo all'asse y.

Se l'asse della parabola € parallelo &lteart= ax+by+c=0, allora si tracciano le rette paral-
lele a t passante per A e B e siano riispehente ax+by+p=0 e ax+by+q=0 . la combinazione
lineare diventa:
y = k(ax + by + p)(ax + by + q)
Nel caso che A e B coincidono, la combinagidiventa:

y = Kax+by+ p)*
Esercizi:

1) Determinare la parabola con asse parallelo all'defie ordinate, passante per A(-2;0) e
B(4;0)eC(3;-1).
Risoluzione
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Dapprima determino il fascio di parabole di purdse Ae B: y =a(x + 2)(x — 4 ), quindi
imponendo la C.N.S perché un punto appartenga actunva, calcoliamo il valore di a per cui la

parabola del fascio passa per C: -1=-5a, da Gbi-l

Pertanto I'equazione della parabola e
1 2 8

— 2 _
Y=5%¥ T5%75

2) Determinare I'equazione della parabola con asseallpkr all'asse delle ascisse tangente
all'asse y nel punto V(0 ;4) e passante per il puk#@ ; -2).
Risoluzione
Dapprima determino il fascio delle parabole tartigerV all’asse delle y:
x =k (y - 4%, quindi imponendo la C.N.S perché un punto appgeead una curva,

calcolo il valore di k per cui la parabola deldaspassa per A: 4 = 36 a, da cui ga. =

Pertanto I'equazione della parabola é

1., 8 16
¥T9V TY Ty
3) Determinare I'equazione della parabola con assalplr alla retta £y = -2x +1, passante
per A(-3;0),B(1;0)eC(4;23).
Risoluzione
Dapprima determiniamo le rette parallele a t paspe A e B:
hWh=y=-2x—-6 ;g=y=-2x+2
quindi calcoliamo il fascio : y = k(y + 2x + 6y)¢ 2x — 2 ), che scritta in forma implicita
e
4kx? + 4kxy + ky? + 8kx + (4k — 1)y — 12k = 0
Imponendo la C.N.S perché un punto appartenga accurva, calcolo il valore di k per
cui la parabola del fascio passa per C: 3 = 158&cui k =51—1

Pertanto I'equazione della parabola é:
4% +4xy +y> +8x —47y—12=0

-) Il fascio di parabole di vertice V ( xy, ) e I'asse parallelo all'asse y & y = a (x, ¥« Yy ,
mentre con I'asse parallelo all’asse delle as@sse a (y — ) + X

-) Il fascio di parabole con asse parallel@safle y e tangenti nell’origine degli assi O adita
y = mx, ha equazione y =%axmx; nel caso della parabola con asse parallédsse delle

. , . N 1
ascisse, I'equazione e : x -—ZJay,;y

-) Come per le coniche in generale anche per labodat possiamo ottenere il fascio di parabole
combinando opportunamente due parabole patic8iano percidl’; eI'; due parabole con
assi paralleli e concordi:

a) supponiamo con assi paralleli all'asse delle otéing, = a;x*+ b;x—y+c;,=0e
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[, = a,x? + by,x —y + ¢, = 0, e, p due parametri reali non contemporaneamente nulli.
Consideriamo I'equazione ottenuta come doa#ione lineare di'; eT’, :
Al + ul2=0
la cui equazione &{a;x? + b;x —y + ¢;) + pu(ax? + b,x —y + ¢;) = 0, che ridotta a
forma normale
(Aa; + paz)x? + (Aby + pby)x — (A + Wy + (Acy + pc) =0

Sela, + ua, # 0, tale equazione rappresenta una generica parabolatiare dik e u si otterra un
fascio di parabole di base o generatrice I', e dello stesso tipo di queste: in particolare
selL#0 ep=0 ,l'equazione rappresenig ; seA =0 ep# 0 , 'equazione rappresenig

Supposto. # 0 e posté;— =k, 'equazione del fascio diventa:

(ay + kay)x? + (by + kby))x — (1 + k)y + (c; + kcy) =0

Quest'ultima equazione rappresenta al variare dj tktte le parabole del fascio generatol'da

I',, tranne la parabol&,, che si otteneva pét = 0, mentre la parabolg si ottiene ponendo k = 0.
Tutte le parabole del fascio, essendo tutte deédlese tipo di’; eTl',, si intersecano in due punti
detti punti base ed ammettono una retta base, Ehecéta passante per i due punti base del fascio
che costituisce una delle parabole degeneri delda®n le rette x =xe x =% dove ¥ ed %
sono le ascisse dei punti base.

Per determinare i punti base e la retta base, bastaere in k 'equazione matriciale :

a, + ka, 0 ~ (by + kb,)
0 0 - %(1 +k) |=0
~(bi+kby)  —s(1+k)  (c1+kcy)

Sostituire le soluzioni di k nell’equazione desde e si trova un’equazione di primo grado che é
'equazione della retta base ed un’equazione dirsdm grado che risolta in x da I'ascissa dei due
punti, sostituendo queste ascisse nell’equaziolte dta si ricavano le ordinate dei punti.

b) supponiamo con assi paralleli all’asse dellénate: T'; = a,;y2 —x+b;y+c, =0¢e
I, = a,y? —x + b,y + ¢, = 0, ek, pdue parametri reali non contemporaneamente nulli.
Consideriamo I'equazione ottenuta come doa#ione lineare di'; eT’, :
Al + ul2=0
la cui equazione &{a,;y? — x + by + ¢;) + u(a,y?> — x + b,y + ¢;) = 0, che ridotta a
forma normale

(Aay + pay)y? + (Aby + uby)y — (A + pwx + (Acy + pcz) = 0

Sela, + ua, # 0, tale equazione rappresenta una generica parabolariare diL e u si otterra un
fascio di parabole di base o generatfice I, : in particolare ser # 0 e u =0 , I'equazione
rappresentd’; ;seA=0 ep# 0 , 'equazione rappresenig

Supposto. # 0 e posté;— =k, 'equazione del fascio diventa:
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(a; + kay)y? + (by + kby)y — (1 + k)x + (¢, + kcy) =0

Quest'ultima equazione rappresenta al variare di tltte le parabole del fascio generatol'd@
I',, tranne la parabol&,, che si otteneva péex = 0, mentre la parabolg si ottiene ponendo k = 0.
Analogo ragionamento, fatto nel punto A), per leedminazione della retta base e dei punti base.

Es. Determinare il fascio di parabole avente geregatrici le parabole
M= y=x*-x+2 e = y=4x*-x-1
Cosi pure determinare i punti base e |la tedise del fascio, nonché le parabole degeneri.

Risoluzione
|l fascio di parabole @ datoda = x> —x—y+2 +k(4x?—x—y—1) =0, che
Ridotto aformanormale & = (1+4k)x* -1 +kx—(1+k)y+2—-k=0
Risolviamo la seguente equazione matriciale:

1+ 4k 0 —=(1+1k)

2
0 0 ~l1+k) :(1+4k)(—§(1+k)) =0
—~(1+k)  —s(A+k)  2-k

Le cui soluzioni sono 1k— 2 © k = -1. Andando a sostituire questi valori nell'oia
equazione del fascib, si hanno le due equazioni:

. . 1 3 3 9 . .
Prima equazione per k_:Z R 4 + 2= O cheridottaeé x+y—-3=0

Seconda equazione per k = - 23x% + 3 = 0 , che risolta si hanno;x-1e %= +1
Sostituendo dette ascisse nella retta x 8 -0 , si hanno le ordinate, y 4 ed y=2

Quindi la retta basex+ y — 3 = 0 ed i punti base sonaP-1;4)ePR(1;2); costi-
tuiscono le parabole degenere le rette x = xl=el, oltre la retta base.

Per completezza logica vogliamo verificare cpanti P e B sono punti di intersezione delle
parabole generatrici del fasdig el’,. Risolviamo il seguente sistema, costituito datl@azioni
diT, ely:

{y=x2—x+2 _){ y=x*—x+2 N {yzxz—x+2

y=4x?—-x-1 4x? —x—1—(x*—-x+2)=0 3x2—-3=0

= x% — =-1 =1 .. . .

{y XTox+2 {xl ~ et {§2_2 che coincidono con le coordinate giePR.
L =
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- FASCIO DI CIRCONFERENZE

Siano I'y = x2+y?+a;x+by+c,=0 e I'y=x2+y?+a,x+b,y+c,=0  due
circonferenze distinte dello stesso pianb, @ due parametri reali non contemporaneamente nulli.
Consideriamo I'equazione ottenuta come combinazioeare dil’; eT’, :

AT1 + ulz2=0
la cui equazione ¢ : A(x?+y?+a;x+by+c)+ u(x?*+y?+ax+byy+c,) =0, che
ridotta a forma normale

A+ wx*+ A+ wy* + (Aag + pay)x + (Aby + uby)y + (Acy + pucy) =0

sedl+ pu # 0, tale equazione rappresenta una generica cineorge; al variare di e p Si otterra
un fascio di circonferenze di base o generalyi@ I, : in particolare
ser#0 epn=0 ,lequazione rappresenig ; seA =0 epu# 0 , 'equazione rappreseniy

Suppostd. = 0 e posté;- =k, 'equazione del fascio diventa:
1+ k)x?+ A +k)y*+ (a; + kay)x + (by + kby)y + (¢, + kcy) =0

con k# - 1. Quest'ultima equazione rappresenta al vadar& , tutte le circonferenze del fascio
generato d&'; e I',, tranne la circonferenzg,, che si otteneva pex = 0 , mentre la circonferenza
I'; si ottiene ponendo k = 0.

Si possono presentare diversi casi rispetto alzpmne delle due circonferenze generatrici:

-) Se le due circonferenze che generano la auemkmne lineare si incontrano in due punti P
e R anche le altre circonferenze del fascio passanqyesti due punti, che sono detti per-
cio punti base del fascio. La retta passpatdali punti &€ detta asse radicale del fascio e
la sua equazione si ottiene risolvendo ptrazione il sistema costituito dalle equazioni
delle due circonferenze basia, — a,)x + (b; — b,)y + ¢; — ¢, = 0. L’asse centrale,cioé il
luogo dei centri delle circonferenze detfasrisulta essere I'asse del segmente P,
L’equazione del fascio € possibile, notiunp base Pe R, ottenerlo facendo la combina-
zione lineare di una circonferenza passpete due punti e la retta passante per i due.punt
Siano Hxi; y1) e B(x2; y2), allora il fascio
X +y% = (X1 +x)x — (V1 + Y)Y + X1 + Y1y, k[ —y1) —m(x —x)] =0
con m £~
X2—X1
-) Se le due circonferenze che generano la ammlmne lineare si incontrano in un sol punto
anche le altre circonferenze del fascio @asper questo punto. La retta tangente passante
per detto punto comune alle due circonfeeentangente a tutte le circonferenze del fascio
e la sua equazione si ottiene risolvendcsptrazione il sistema costituito dalle equazioni
delle due circonferenze basi; — a,)x + (b; — by)y + ¢4 — ¢, = 0, come si nota la retta

tangente € ancora l'asse radicale. L’asstrale € la retta perpendicolare alla tangente nel
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punto di tangenza. In questo contesto sersdsce il punto di tangenza. P,(;Xy, ) e la retta
tangente y )= m (x — %) , 'equazione del fascio & possibile ottenerlaliaste la
combinazione lineare tra la circonferenzgeahere di centro P e la retta tangente:

(x—xp)2+(y—y2)2+k[y— yp— m (X- xp)] =0

-) Se le due circonferenze che generano la c@nione lineare sono concentriche lo sono
pure tutte le circonferenze del fascio, ahmenettono lo stesso centro di quelle generatrici:

anche in questo contesto I'equazione dstidapud essere scritto sotto questaltra forma
c; +kc
2 2 1 2 _
x*+y“+x+y+——>=0
Y YT Tk
-) Proprieta dell’asse radicale di un fascio dcanferenze “ Le tangenti tracciate da qualsiasi
punto di essa ai membri della famiglia di circoefeze sono uguali “ in altro modda potenzadi
un punto che giace sull'asse radicale rispetto ambri della famiglia e la stessa per tutte le
circonferenze della famiglia.

Da tale proprieta possiamo dedurre una nuova nidefne per I'asse radicale di un fascio di
circonferenze:

Def. L’'asse radicale di un fascio di circonfererzé luogo geometrico dei punti del piano che
hanno uguale potenza rispetto a tutte le circonferelel fascio “

Questa definizione ci permette di impostare un nhetgrafico per individuare l'asse radicale di
due circonferenze:

Per determinare graficamente l'asse radicale fra cuconferenze esterne si traccia una terza
circonferenza, il cui centro non giaccia sullaaetei centri delle prime due circonferenze e che
interseca le due circonferenze. Si tracciano i @kse radicali, che si intersecano in un punto P. La
retta perpendicolare alla retta dei centri e passaer il punto P é I'asse radicale delle prime d
circonferenze.

L’asse radicale inoltre si considera pure come cineonferenza degenere del fascio a cui essa
appartiene.

2 LUOGHI GEOMETRICI CONNESSI A CONICHE

-) Un segmento di lunghezza costante h scorra sani estremi A e B sopra due rette ortogonali
fisse x ed y : il luogo descritto da un punto P skymento, distante a dall’estremo A e un’ellisse
con asse principale h-a ed asse secondario a.

-) Dato un triangolo isoscele OBA, avente I'estreéihdella base OA fisso, e la lunghezza h del lato
OB=AB costante, il luogo descritto dal punto P kdé&b AB, distante a da A, quando il vertice A
percorre una retta passante per O, e un’ellisserdiasse maggiore 2h-a e di asse minore a.

NB. Questi due luoghi permettono la costruzionellisografi o compassi ellitticgtti a disegnare
I'ellisse con moto continuo, come un normale corspdgaccia una circonferenza.

-) Per il punto Q del piano cartesiano si conduta generica retta, che incontri gli assi cartesiani
ortogonali x edy rispettivamente in A e B. Se M ¢ il punto medicAd, si segni sur il punto P
simmetrico di Q rispetto ad M. Il luogo descritta B al variare di € un’iperbole equilatera riferita
agli asintoti di costante il prodotto delle coomta di Q.
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-) Il luogo dei centri delle circonferenze di ursé& ( individuato da due sue circonferenze dette
base) e una retta detta asse centrale del faseita(passante per tutti i centri delle circonfeeen
del fascio ) ed e perpendicolare all’asse radicale

Dimostrazione

Sianol'; = x2+y?+a;x+by+c;, =0 el = x> +y2+a,x + b,y + ¢, =0 le due rette
base del fascio, I'equazione del fascio

O= Ty +kl, = (> +y?*+ax+by+c) +k(x>+y2+ax+b,y+c¢;) =0
Che ridotta in forma normale e

d= (1+k)x?+ (1 +k)y?+ (ay + kay)x + (by + kby)y + (¢, + kcy) =0
Dividendo per 1+ k # 0, si ha

(a1+ka2)x + (b1+kb2) (C1+kC2) —

- .2 2
P=xtHy A (1+k) (1+k) (1+k)

Il luogo dei centri delle circonferenze del fascio e dato dal sistema parametrico in k :

|{ (a; +kay)

X = —

4 201 +k)
_ (b +kby)

L - 21 +k)

Da cui eliminando il parametro k, si ha 'equaziaagtesiana del luogo:
Y= (by —b)x+ (a; —ay)y — %(a1b2 — bia;) =0,

che risulta una retta.
Verifichiamo che tale retta € perpendicolare afié&asadicale del fascio:

0= (@ —a)x+(by—by)y+ci—c; =0
Perché due rette del piano siano perpendicolahiecla somma dei prodotti dei coefficienti delle
variabili omonime delle due equazioni sia uguakei®:

(by — by)(ay — az) + (az — a;)(by — by) = (by — by)(ay — az) — (ay — az)(by —by) = 0

Pertanto le due rette sono perpendicolari.

-) Versiera di Agnesi
Sia data una circonferenZa di centro C e raggio. Siano A e B due punti diametrali della
circonferenza @ , gle rette tangenti rispettivamente in A e B allaonferenzd’; siat la retta
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B 9
passante B, che interseca ulteriormente la circengal’ in D e la retta tangentp in E.
Def. Si chiamaVersiera di Agnesil luogo geometrico dei punti del piano descritta punto P:
punto di intersezione delle rette condotte da @ & gharallele rispettivamente alle retta tangeree
alla retta passante per A e B, al variare dellatetel fascio di rette di centro B.
Ricerca dell’equazione
Dato un sistema di assi cartesiani ortogonale x@y@= B, asse delle ascisse x coincidente con la
rettaq tangente in B e asse delle ordinate la retta gostdel diametro AB. Posta la misura del

/P?

| .

E
—— .- ' A
|
/ !
[
t

P4
e
Ve

raggior di ' uguale ad a, I'equazione della circonferehzierita ad xOy e
x2+y?—2ay=0

Cioe essa € tangente all'asse x nell’origine Oeediro C (0; a).

La rettap, tangente & in A( O ; 2 a) alla circonferenza ha equazione:

y = 2a.
Le coordinate di D sono date dalle soluzioni digada zero del sistema:
__ 2am
x2+y2—2ay=0 x_m D 2am  2am?
{ y =mx - _ 2am? - (m ! m)
1+m?2

Le coordinate di E sono date dalle soluzioni delesha
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_9 _2a
i~ (T - e
y =mx y =2a m
2
Il punto P ha coordinate date dall'ascissa di Bléatdinata di D: P(Z—a ; zamz)
m 1+m
Il luogo geometrico descritto dal punto P al vagidella rettd per O in coordinate parametriche

sono date;:

2a
X =—
m
2am?
y= 1+ m?
In coordinate cartesiane e dato
8a3
Y= 4a? + x?
Che risulta una cubica razionale asintotica rigpaitasse x.
La cui area:
+o  8ad _16a® p+0 1 _32a* f+0 1 x _ P X | 400 _ 2
2, mmdx =7 ) >d — =8rta |arctang Z' o =4ma?,

x =
0 x)? 4a2 70 x 2a

1+(3) 1+(3)

e quattro volte I'area del cerchio dato, mentrsua lunghezza risulta infinita.

Tale curva prende nome da colei: Maria Gaetana #idt&18-1799), che la studio.

-) 1l luogo geometrico dei centri P del fascio aliconferenze passanti per un dato punto A e
tangenti ad una data circonfererizdi centro C e raggio r € una conica che ammetéee@come
suoi fuochi.
Se A éinterno &, allora la conica é un’ ellisse; se A € estermg@lora la conica e un’iperbole.
Se AC = 2c e la retta sostegno di AC costituisasse delle ascisse con O punto medio di AC
I'origine del sistema cartesiano, allora equazideluogo e

4(r2 —4cH)x? + 4r2y? = r?(r? — 4c¢?)

Se r > 2c, I'equazione e quella di un’ellisser se2c , 'equazione € quella di un’iperbole.

-) Considerato un quadrilatero completo ABCD ( vigglira accanto )

i sei punti medi M1(A,B), M2z(B,C), M3(C,D), M4(D,A), Ms(B,D), *
Me(A,C) ed i tre punti diagonali L =r1 (A,D)N rz(B,C), T
K=r3(AB)Nrs(C,D) eH=rs5(B,D) Nre (A C) stanno tutti
su una conica detta conica dei nove punti. Per questo
quadrilatero vale il seguente teorema:

Teorema : “ La conica dei nove punti e il luogo dentri delle
coniche del fascio aventi per punti base i verficiB, C e D del
qguadrilatero. “

Dimostrazione

Consideriamo, senza ledere la generalita del temréanfamiglia dei quadrilateri aventi i vertici
sugli assi e precisamente A(x0),B(0;%),C( %;0),D(0; y) .
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Consideriamo le rette
nAB) = ypx+xy—x95=0 , BCD)= ypx+xcy—xcyp =0
r3(AD) = ypx+xy —x4¥p =0 , &CB)= ypx+xcy —xcyp =0
Il fascio di coniche avente come punti base A,B,€ @ato dalla combinazione lineare delle
coniche spezzate o degendie= ri(A,B) - (C,D) eTl2= r3(AD) - (C,B):
@ =T+ k2= (ypx + x4y — x,Y5) (YpX + Xcy — XcYp) +
H¥px + x4y — x4Yp) (Ypx + xcy — xcyp) =0
Scritta in forma normale é
®= (1 + k)ypypx® + [(xcyp + xa¥p) + k(xcyp + xayp)|xy + (1 + K)xaxcy? +
- (1 + k)(xc + x)ypypx-(1+ K) (yp + ¥)xaxcy + (1 + k)xuxcygyp = 0
Dividiamo per 1 + kcon k # -1

[((xcyp+xaYp)+k(xcyp+x4YB)
1+k

—(p + yp)xXaxcy + Xaxcypyp =0

_ ]
o= :yBny2 + xy + xAny2 - (x¢c + x4)ypYypx +

X +x +k(x +x
Posto h = [(xcyB AJ/D)1+k( cYp+x4yB)] siha

O= ypypx® + hxy + xaxcy? - (¢ + x4)ypYpXx —(Vp + Yp)XaXcy + XaxcYpyp =0

il fascio di coniche passanti per i punti base ACB D.
Consideriamo la matrice cubica del fascio di coniche

1
YBYD =h -5 (x¢c + x4)yBYp
1 1
Eh XaXc -5 (¥p + ¥p)XaXc
1 1
5 (xc +x)ypyp — 5 (¥p + yB)xaxc XaXcYBYD

Il luogo dei centri delle coniche del fascio € determinato dal sistema parametrico in h,le cui
equazioni costituiscono due diametri coniugati del fascio di coniche &:

1 1
YBYpX + Eh}’ - E(xc + X4)YpYp = 0

1 1
Ehx + XaXcy — E(YD +yp)Xaxc = 0
Eliminando il parametro h si ottiene I'equazione cartesiana del luogo:

Q= 2ypypx? — 2x4%cy* — (X4 + x)ypYpx + (V5 + Yp)xaxcy =0

Verifichiamo che i sei punti medi M1(A,B), M2(B,C), M3(C,D), M4(D,A), Ms(B,D), Ms(A,C) ed

i punti diagonali L=r1 (A,D)Nr2(B,C),K=13(A,B)Nrs(C,CD) e H=r5(B,D)Nre(A C)
appartengono alla conica (), detta appunto dei nove punti. Ci limitiamo al calcolo di due di
detti punti, lasciando al lettore la verifica di altri:
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Xc Yy 2 Vp\? y
M3 (?C ; ?D) = 2ypYp (%) — 2X4Xc (7D) — (x4 + xc)YBYD XZ—C + (yp + yD)xAxCTD =0

1 1 1 1 1 1
EYBYng _ExAnyg - EYBYng —5XaXcYBYpt ExAxCYByD-l_ExAnyLZ‘ =0
Eliminando al primo membro i monomi opposti si ha I'identita 0 = 0, pertanto M3 € Q,

analogo procedimento per gli altri punti medi.
Calcoliamo le coordinate di L, risolvendo il sistema costituito dalle rette:

ri(AD)=ypx+x,y = x4yp € 12(BCO)= ygx+xcy =xcyp:

{ny + XaY = X4Yp
YpX + XcY = XcYp

Applicando il metodo di Cramer, troviamo le soluzioni

Xy = Xaxc(Yp — ¥5)
XcYp — XaYB

__ YBYD (xc — xa)
k B XcYp — XaYB

xaxc(¥Yp—yB) . ¥YBYp(Xc—X4)
XcYD—XAYB ’ XcYD—XAYB

Pertanto le coordinate di L sono L ( ) ; andando a sostituire si ha

Xaxc(Yp — ¥p) +
XcYp — X4YB

2
Ysy (xAxC(yD - yg)) — 2xax <YB}’D(XC — X4)
5P XcYp — XaYp ATEN xcyp — xayp
¥BYp(Xc—%X4) =0
XcYD—XAYB

2
) — (%4 + xc)YBYD
Hyp + Yp)xXaxc

2ysYp x4 (V5 = 2YpYs + VB) — 2xa%cyEYB Ok — 2xaxc +x8)
(xcYp — XaYB)?
Vg + ¥p)xXaxcysYp(Xc — xa) (XxcyYp — Xa¥p) — (X4 + xc)YYpXaXc(Yp — ¥B)(XcYD — X4YVB)
(xcYp — XayB)?

=0

2XAXcYBYD (xAnylz)_ 2XAXCYDYB+HXAXCYE— YBYDxi+2xAxCYDYB—J/BJ/Dx%)
(xcYp—%xaYB)?

+

XaXcYBYD(XcYD—XaYB)(XcYB+XcYD—XAYB—XCYD+XCYB—XCYD—XAYD+XaYB) _ 0
(xcyp—xaYB)*

2%4%cYBYp (XcYp — XaVB) (Xa¥p — Xc¥B)  2X%aXcYYp (XcYp — Xa¥B) (XcYB — XaVp) _

0
(XcYp — X4Yp)? (xcYp — XaYp)*?

2x4%cYRYp (XcYp — XaYB) (XaYp — Xc¥VB) — 2Xa%cYBYp (XcYp — Xa¥B)(XaYDp — XcYVB) _

0
(xcyp — xayp)?

Al numeratore i monomi sono uguali ed opposti, quindi la loro somma é 0.
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Pertanto L € 1, analogo procedimento per gli altri punti diagonali . Il teorema e dimostrato.

NB. Si definisce quadrilatero piano completo la figura geometrica costituita da quattro punti
non allineati A, B, C, D ( detti vertici ) e dai sei rette ( dette lati ) che li congiungono a due a
due.

Due lati si dicono opposti se non passano per uno stesso vertice. Si hanno tre coppie di lati

opposti: AB e CD, AC e BD, AD e BC. Il punto comune a due lati opposti prende nome di punto
diagonale

- Curve d’ordine superiori al secondo ordine

a) Cissoide di Diocle:
Consideriamo una circonferenfaed un suo diametro OA, siamoe t rispettivamente la
semiretta uscente da O e la retta tangente atlarderenza nel suo punto A.
La semirettar interseca la circonferenza nell'ulteriore punte @ retta tangente in R. Al
variare dir intorno ad O il luogo geometrico determinato dangp P dir,tale che OP = QR ,
€ una curva dettaissoide di DiocleTale curva € una curva razionale , che presemaa u
cuspide nel punto O, ammette la reéttame asintoto e risulta simmetrica rispetto airdia
tro OA.
Fissato un sistema di assi cartesiani ortogonalil'ocoigine in O e asse delle ascisse la retta
orientata OA, determiniamo I'equazione cartesiagdwbgo.
L’equazione della circonferenfag : (x — r)? + y2 = r? , che ridotta a forma normale é:

r= x2+y2-2rx=20

L’equazione dellaretta ¢ ¢ x = 2r, mentre I'equazione della retta ré y = mx.
Il punto Q e dato dalle soluzione del sistema:

x>+ y2-2rx=0 14+m?x?-2rx=0 2 2
SRR U 0(0:0) & G2y 27%)
Il punto R & dato dalle soluzioni del sistema:

{x_: 2r R(2r;2rm)

y =mx

Sia P un punto della rettg le sue coordinate sono: P (x; mx)
Impostiamo la condizione geometrica OP = QR:

2

2r 2rm
VX% +m?2x? = \/(Zr — ) + <2rm — 2)

1+ m? 1+m

2

Elevando al quadrato i due membri eupyalndo i quadrati si ha:
2 2,2 4r?m* N 4r?mb®
T T w2 T A+ m2)?

Raccogliendo e semplificando si ha

5 4r°m*
X2 = —m—
1 + m?)?

Operando la radice quadrata ad ambo | mesrdonsiderato che x € maggiore di zero, si ha
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2rm?
x =
1+ m?

Dall’equazione della semirettasi ha che m % Sostituendo tale valore nell’equazione , si ha

2

27”%—2

2
1+%5

X =

Facendo il m.c.m, semplificando e riducendoraa implicita si ha I'equazione della curva
cissoide:  x(x?+y?) —2ry?=0 . : "

che risulta un’equazione razionale di tereaxlg in x e y. ' oz
Poiché la y figura in tutti i monomi di gragari, P
la curva grafico € simmetrica rispetto akkas
delle ascisse e O e un punto cuspidale ettatr /
e il suo asintoto. ) ' :

Diocle si servi di tale curva, dopo averladgita, per \
risolvere uno dei tre problemi classici deitiaa Grecia:

laduplicazione del cubdnfatti se OA € lo spigolo del
cubo da duplicare e sull’asse delle y nelwg@ssitivo si |
prende un punto T tale che OT = 2 OA. Tracciiat ‘

segmento TA, questo interseca la curva inum@M. Tracciata la semirettgper M, essa
interseca la tangentén S. Si dimostra che il segmento AS e lo spigabatibo di volume

doppio rispetto al cubo di spigolo OA: infatti
posto OA =1 ed OT =2, le coordinate di Maalate risolvendo il e

sistema:

{x(x2 +y2) = 2ry? =0 | 4
y=—-2x+2 Y ye

L’equazione risolvente € una cubicax® — 12x2 + 12x —4 =0
La cui soluzione reale, approssimata a men®8iél 0,613511. Di

conseguenza le coordinate di M sono M (0,61381172978). La / \\‘_\
semiretta uscente da O e passante per M gé%%i—fx , )
il punto S e determinato dalle soluzioni defesisa: \\ /
X = 1 AN N
{ _ 0772978 > S ( 1;1,259925) . \
0,613511 _

La radice cubica di 2 & Y2 = 1,25992105, che ameno di™1@oincide con il valore della y
corrispondente al valore della x trovato con laisimne della cubica.
Nel capitolo | abbiamo trattato della duplicaziaiet cubo.
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b) Concoide
- Concoide delle retta, detta anche di Nicomede

Assegnata una rettaun punto O e un segmento di misura k, si chiaameoide di base t, polo O
ed intervallo kil luogo dei punti P del piano tale che ARk=con P appartenente ad una retta
variabiles passante per O e A punto di intersezioreatin la rettd
Assumendo il polo O come origine e la retta perpmiare alla rettat passante per O
rispettivamente 'origine e I'asse delle ascissardsistema di assi cartesiani ortogonali,
ponendo h la distanza della ret@al polo O, determiniamo I'equazione del luogo.
La rettat ha equazione: x = h, la rettcha equazione: y = mx; il punto A, essendo il putito
intersezione delle retteeds, ha coordinate A( h ; mh). Il punto P appartiaiia rettas, pertanto
le sue coordinate sono P(x ; mx). Imponiamo la coode che
AP =k : cioe \/(x —h)2+ (mx—mh)? =k
Elevando ambo i termini al quadrato e sostituehgalore di m % , Si ha

(x — h)? + (mx — mh)? = k?

2

(x — h)? +i}—2(x —h)? = k2

Operando il m.c.d. , raccogliendo il fattor comnea I'equazione del luogo
(x2+y3)(x—h)>—k*x2=0

La curva e una curva razionale del quarto ordiimemetrica rispetto all’asse delle ascisse e
presenta nel polo O una cuspide se k = h e ntogloppio isolato se k < h, un nodo, se k > h

La concoide della retta e stata studiata daiNede, che la applico alla soluzione del problema
dellatrisezione dell’angolpche assieme alla duplicazione del cubo e la @i del cerchio
costituiscono i tre problemi classici dell'aatiGrecia. Per inciso diamo qui il procedimento
della trisezione dell’angolo col metodo deltancoide della retta.

Indichiamo corm 'ampiezza dell’angolo con vertice in O '

che vogliamo dividere in tre parti. Prendianmopunto A

su uno dei lati dell’angolo e tracciamo lageerdicolard

in A atale lato; questa interseca l'altro lagdl'dngolo in
un punto H. Costruiamo un arco di concoidens/@olo

in O , come retta base la rdteacome intervallo k = 2 OH.
Da H si tracci la rettaiche interseca 'arco della concoide
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nel punto P. Congiungiamo il punto P con O e aditnamo

che 'angolo POAC% a.
Dimostrazione

Sia dato un sistema cartesiano monometrico ortdgx@y e riferiamo I'angolo dato , di ampiezza
a, a tale sistema in modo tale che il vertice dei@o coincida con il centro del sistema ed un lato
coincida con il semiasse positivo delle ascisseegliazione y = 0, mentre la retta sostegno del
secondo lato ha equazione y = x t@nfe coordinate di A sono (a ; 0 ) e I'equaziondadeetta t
perpendicolare all'asse delle ascisse passant® @er = a. La rettainterseca il secondo lato in H,
le cui coordinate sono date dal sistema:

{y = xtanga
x=a

Quindi H ha coordinate: H (a; a-tang La distanza OH ﬁ pertanto il fattore k ;i:a
Andando a sostituire a k-C%‘:—a ed h =a, nellequazione cartesiana della comg@dha I'equazione
della concoide di base la rettali polo O e di intervallo k:

4q?
x*+y)(x—a)’ ———==x*=0
cos?a

La rettas parallela all’asse delle ascisse passante perddjliazione y = a-tang

Le coordinate del punto di intersezione P tra lacoade e la retta e dato dalle soluzioni del
sistema:

4q?
(x*+y)x—a)’ ———=x*=0
cos?a
y = a-tanga

Che risulta un sistema di quarto grado.

La dimostrazione in coordinate cartesiane é alquaomplessa trattandosi di risolvere un sistema
di quarto grado la cui equazione risolvente & unseione di quarto grado completa, pertanto la
imposteremo col metodo delle coordinate polariécimsformeremo tali equazioni presenti nel
sistema da coordinate cartesiane in coordinateipdtave O il polo del sistema polare e un lato OA
e l'asse polare. Il sistema che permette di pastacoordinate cartesiane a coordinate polari e:

{x = pcosv
y = psend

Dovep e 9, sono il modulo e I'anomaliadi un punto del piano.

Pertanto sostituendo nella prima equazione dedraist si ha
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2

p?(pcosd — a)? — p?cos?9 =0

cos?a
Dividendo perp? e portando al secondo termine, si ha:

4q?

> cos?V9
0s2a

(pcost — a)? = .

Estraendo la radice quadrata ed esplicitando tspet, si ha

2acosY + acosa

p= cosJcosa
Che e I'equazione in coordinate polari della codeoi

Analogamente sostituendo nell’equazione della rettasi ha psend = a-tanga; da cui

esplicitando si ha = %. Pertanto le coordinate del punto P in cordinatiarpsono date dal
seguente sistema:
2acos9 + acosa
p= cosYcosa
atanga
p= sen?y
Risolvendo
atanga _ 2acosd+acosa N asena __ 2acosv+acosa
send cosdcosa sendcosa cosdcosa

asenacost = 2asendcos? + acosasent
Dividendo ambo i termini per a e portando al prim@mbro il monomi@osasend , si ha
senacosy — cosasentd = 2sendcosty
Applicando le regole della differenza e della degatione di goniometria si ha
sen(a —9) = sen2V
Risolvendo , limitatamente ad angoli del primo qaatke, si ha
a-9=29 - 9=:a

Pertanto la semiretta OP forma con I'asse poldre costituisce un lato dell'angolo dato, un angolo
che e % dell’'angolo formato dalla semiretta OH, altréolalell’angolo dato, sempre con l'asse
polare. Quindi la concoide ci permette con questagdimento di trisezionare un angolo dato.
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-) Concoide del cerchio, detta anche Lumaca di Basc

Presa una circonferenza, fissiamo su di essa uto [@ie su ogni rettauscente da O consideriamo
il punto A ulteriore intersezione della rettaon la circonferenza e i punti P tditale che AP = k
(costante). Il luogo descritto dai punti P al veridella rettd si chiama concoide del cerchio.

Assumendo il punto O come origine e la reftfassante per il centro della circonferenza rispetti
vamente l'origine e I'asse delle ascisse di unesist di assi cartesiani ortogonali, ponemdal
raggio della circonferenza, determiniamo I'equaeidel luogo.

Assumiamo il punto O e la retta passante per itroetiella circonferenza rispettivamen-te come
origine e asse delle ascisse di un sistema cartesigogonale. L'equazione della circonferenza
risulta :-T' = x? + y? — 2rx = 0 con r raggio della circonferenza.

L’equazione della retta uscente da O ét=y = mx, le coordinate del punto A, ulteriore

. . . 2 2 . .
intersezione dt con la circonferenza sono(ﬁr? ; %) le coordinate di P, appartenendo a

sono P ( x ; mx ). Imponiamo la condizione : AP, xiké

( 2r >2+< 2rm )Z—k
x 1+ m?2 mx 1+m2)

Elevando ambo i termini al quadrato e raccogliestba
2

( 2r >2+ 2( 2r )—kz
x 1+ m? mex 1+m2)

2 ZT 2 2
(1+m)(x—1+m2> =k

Sostituendo il valore dim %ed operando si ha

x% + y? 2rx? z_kz
2 " x2+yZ) "

Raccogliendo,

x2 + yZ x2

x2 (xZ +y2)2

(x% + y? — 2rx)? = k?

semplificando e trasportando, si ha I'equaziondwtejo

(2 +y2=2rx)? — k(x> +y3) =0
La curva € una curva razionale del quarto ordimmmetrica rispetto allasse delle ascisse e
presenta nel polo O un punto doppio e precisamenteodo, se k < 2r, una cuspide se k = 2r e un
punto doppio isolato se k > 2r.
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Nel caso che k = 2r (figura centrale ) la concqidende nome decardioide per la forma molto
simile alla forma del cuore.

L’equazione polare in questo contest@ & 2rcos9 + k ; se k = 2r, si ha = 2r(cosd + 1)

La concoide puo essere considerata la podaria dietlanferenza rispetto ad un punto del piano
appartenente o no alla circonferenza, nel casal gumto appartiene alla circonferenza la concoide
coincide con la cardioide. Sotto questo aspetttutaa viene chiamat@maca di Pascalperche e

stata studiata da Ethienne Pascal, padre di BRaseal, che I'applico alla trisezione dell'angolo.
[y

Dato un sistema di assi cartesiani monometricagortale xOy, sid' la circonferenza di centro
C(k;0)eraggio. SiaP (¥;Yp), appartenente alla redgassante per O : y = mx . Tracciata

la rettat perpendicolare ad e passante per P : ys ¥ —%(x — %), perché tale retta sia tangente
alla circonferenza, la sua distanza dal centrov@ @ssere uguale al raggio:

|_yp +%(k_xp)| _

1
NER

Moltiplicando ambo i termini per il denominatorel gegmo membro ed elevando al quadrato ambo
i termini , si ha

[—yp + %(k - xp)]zzrz (1 + #)

Posto m -—-z—” ed operando , si ha
P

[-my, + (k — xp)]z =r?(m? +1)
2
05 + x5 —kexy)” =729 + x7)
Facendo variare il punto P, otteniamo I'equazidelduogo:
(X2 +y?2—kx)? —r?(x?2+y?) =0
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Che manifestamente é I’ equazione di una cissdieta Lumaca di Pascal, ottenuta come podaria
di una circonferenza rispetto al punto O. Solo ichguesto contesto la circonferenza é tangente in
ternamente alla cissoide nei punti semplici nebadik = r di intersezione con l'asse delle ascisse,
nel caso k = r nel punto cuspidale O.

In quest’ultimo contesto I'equazione polare
p = kcos9 +r
Se k =r, essa diviene

p =r(cosy +1)

N

by

La Lumaca di Pascal é stata applicata per la
trisezione dell'angolo. Sia POX [l'angolo da
trisezionare se da P si conduce la tangente alla
circonferenza di centro C, questa interseca laacurv
di Pascal in un ulteriore punto S, si dimostral&@egolo SOX e la terza parte dell’angolo POX.

c) Trisettrice di Ippia o quadratrice di Dinostrato

Si consideri una circonferenza di centro O e ragg due raggi OA ed OB tra loro perpendico-
lari; sia P un punto della circonferenza e Q ijoudella semiretta OB per cui si verifichi:

0Q: OB =AP: AB
dove AP e AB sono archi della circonferenza.
Si conduca per il punto Q la parallela alla retf& € si indichi con M il punto di intersezione di
essa con il raggio passante per P. Il luogo deii pdinal variare di P sulla circonferenza si chiama
trisettrice di Ippia o quadratrice di Dinostrato.

Tale curva studiata da Ippia € servita a questo tpeezionare un angolo, successivamente
Dinostrato, fratello di Menecno, osservdo una notevaroprieta del punto di intersezione della
curva con il raggio OA che gli permise di risolvéeequadratura del cerchio: cioe di trovare un
guadrato equivalente a quella del cerchio. E’ chiane lI'uso di curve al di fuori di rette e

circonferenze violava il principio platonico e @arto la risoluzione dei tre problemi classici

continua ad assillare i matematici posteriori, geaon , che sviluppano altre soluzioni con |l
risultato di portare alla scoperta di nuove curve.

Assunto un riferimento polare, avente polo in Oasde =
polare la semiretta OA , le quantita presenti nelazione
0Q: OB = AP : AB
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valgono OQ = OM se&h = psend, OB =r , I'arco AP in radianti val®d e I'arco AB essendo

1 . . . ..
ZZn = g ; sostituendo nella relaziongsend : r = 9 : g da cui esplicitando

rispetto go si ha I'equazione polare della trisettrice e :

2r 90
p=—

T send

Con 9 I'angolo POA espresso in unita radiantp & OM.
Limitatamente ai punti del cerchio base:

—n<0<me0C =2r,
la curva e rappresentata nella figura accanto.

Ippia si servi di questa curva per trovare la t@ade di un angolo dato. Sia dato I'angolo XOVY, su
lato OX si prenda il punto A e da O si tracciaggmento di perpendicolare OB ad OA tale che
OB = OA. Si tracci la curva trisettrice e sia Mpiinto -— B

di intersezione del lato OY dellangolo dato con il e )
raggio OP, dove P € il punto di intersezione di €1 /
la circonferenza di centro O e raggio OA. Sidvd®@  /  \|..0 g

in tre parti congruenti OV, VW, WQ e si traccinoi da
punti V e W le parallele ad OA, queste interseckno
curva in M ed M, , si dimostra che I'angolo AOM é

la terza parte dell’angolo XQOY: infatti OQgg,send

2r 9 . . VARV, .
ma py=——-, sostituendo si h®Q =
ov =§0Q = %. Siaa il valore in radianti dellangolo AOM; , OV =pu, Sena; ma
Pm,= ?rsem , sostituendo si ha OV 2=;3 Uguagliando le due quantita relative ad OV si ha
2ra 2r9 .

T 3m ! T
.. . .. 2r 1 ‘
Dividendo ambo i termini pe1;, siha :ax = 519

Dinostrato si servi di questa curva per trovarguadrato ~ p
equivalente ad un cerchio di raggio r.

Questi osservo che p& che tende a zero il punto M

coincide con il punto K. Considerata la relazione (
\
2r 9 . ) .
= — , Il rapporto— perd che tende a zero si va \
m send send N

sempre piu approssimando ad 1, alloraer0 OK =
z;r. Da K questi traccia il segmento KB e successivame
traccia da A la parallela a KB, che interseca dlpngamento di OB in S. Considera i triangoli
rettangoli KOB e AOS. Questi, avendo tutti gli alhgoongruenti, sono simili. Imposta la
proporzionalita fra i cateti:

0A-OB 2 qr

OK : OA=0B:0S, dacui 0S=——= = Q—_rz—

OK 2
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Sempre sul prolungamento del raggio OB prende atopli tale che OT =2 OSmwr.
Si costruisce il rettangolo OTEA di base OA e ateDT e calcola 'area:A = OA - OT =nr2,
Trovato il rettangolo, si trova il quadrato equesatie, applicando il secondo teorema di Euclide: si
costruisce una semicirconferenza di diametro HFO=OA, da A traccia la perpendicolare ad EF,
che interseca la semicirconferenza in G. Il tridadgeGF € un triangolo rettangolo, perché inscritto
in una semicirconferenza di diametro EF, e GA &dzza relativa all’ipotenusa. Per il secondo
teorema di Euclide GA? = AE - AF = OT - 0A = nr? e quindi Dinostrato riesce a costruire un
guadrato di area I'area del cerchio di raggio r.

- Curve trascendenti
-) Cicloide

Definizione. Si chiama cicloide il luogo dei pudtl piano descritto da un punto fisso di un cerchio
che rotola senza strisciare sopra una retta.

La cicloide puo essere allungata, normale od a@tarca secondo che il punto fisso ha distanza dal
centro del cerchio maggiore, uguale o minore dggiadel cerchio stesso.

Per determinare I'equazione del luogo, dobbiamcsiclemare che il punto fisso e soggetto a due
movimenti (o trasformazioni ) uno traslatorio sali con il centro del cerchio ed uno rotatorio
intorno al centro del cerchio. La traslazione deitp P ( X ; y ) avviene su una traiettoria ratah

costituita da punti della circonferenza di raggiB: y’==xy++r;9 , mentre il punto effettua una
. . . x = —hsend .
rotazione attorno al centro del cerchio in senswior y = —hcosd operando la composizione

dei due moti o delle due trasformazioni si hanndde equazioni parametriche

{x = r9 — hsend
y =1 — hcosd

Con r raggio del cerchio, h la distanza di P datmedel cerchio & il parametro: I'angolo formato
tra la verticale condotta dal centro del cerchla egtta su cui rotola il cerchio ed il raggio we&
OP, espresso in radianti.

Se h=r la cicloide € normale, se h > r |a cicledalungata, se h <r la cicloide & accorcitata:
Diamo il grafico per h =r: cioé il punto P siveosulla circonferenza che rotola.

i

o
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)
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‘\_
'
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La tangente alla cicloide in un punto P é dataadailettrice dell’angolo formato dalla tangent®in
al cerchio e la semiretta di origine P e paraldlasse x nel verso positivo ( la paternita di sfae
proposizione ha creato un forte contrasto tra lmlscfrancese e quella di G.Galilei: tra Roberval e
Torricelli)

Se consideriamo la cardioide come podaria del cerchio di raggio r, per cui la sua equazione
polare e

p =r(cosy +1)
se consideriamo la cicloide normale il cui cerctine rotola ha raggio r , per cui la sua equazione
parametrica e

x =19 — sen?)

{y =1(1 - cos?Y)

Se consideriamo i raggi delle circonferenze base delle due curve, si prova che pel0 <9 < 2,

la lunghezza della cardioide e della cicloide sagaali, mentre la area racchiusa dalla cicloide e
dalla retta su cui rotola € il doppio di quelladfaicisa dalla cardioide.

Diamo qui per inciso, rimandando allo studio di Aside dimostrazioni, le formule relative alla
lunghezza di curve e alla misura delle aree, ldunioni sono continue e derivabili.

Lunghezza: forma cartesiana: y=fx)» L :f: 1+ [f'(0)]?dx

Formapolare: p=¢{) - L= ffJ[(p(ﬁ)]Z + [@'(9)]? dY

=) _ | | e
Forma parameti TS L=[ VI ®O+[g'®]2dt
Area: forma cartesiana: y=fX)» A= f: f(x)dx

Formapolare: p=¢@) - A= %ff[(p(ﬁ)]z )

A Y POV ONT

Forma arametrica{
P y=g()

Relativamente alla cardioide: L §2,/[r(cosd + 1)]? + [-rsend]? dd = 2r [ V2 + 2cosd d9=

1+cos?
2

:47”f0n d19=4rf0ncosgd19 =8rf0ncos§d§:8r

Relativamente alla cicloide: L2["/[r(1 — cosd]? + [rsend]? dt = 2 [ "2 — 2cos? d9=

1—cos?
2

4r [ dy = 4r fonsengdﬁ =8r fonsengdg =8r

. .. _ 1 7 2 _ T'Z T 2 _
Relativamente alla cardioidel = Efo [r(cost + 1)]*dY = ?fo [cos?9 + 2cos9 + 1)]dY =

_r? frr [1+005219
2 70 2

cos29
2

+ 2cos?9 + 1] do = Tz—zfon[ + 2cosV + %] dy = %m’z

Relativamente alla cicloide: A =2 fonr(l — cos9)r(1 — cos9)dt = 2r? fon[l — c0s9]? d9=
= fon[coszﬁ — 2cos?9 + 1)]d9= 2r? fon [# — 2cos?9 + %] d9 = 3nr?

NB. Le lunghezze degli archi di curva sono 8r, questo sta ad indicare che se r € un numero
razionale siala cardioide che la cicloide sono rettificabili con I'uso degli strumenti platonici:
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riga e compasso, mentre la circonferenza base non é rettificabile vista la presenza nel calcolo
della sua lunghezza di m: numero trascendente.

- Spirale di Archimede

Def. La spirale di Archimede é il luogo dei punti del piano descritto da un punto P che si
muove di moto uniforme su una semiretta di origine O partendo da O, mentre tale semiretta
ruota intorno ad O anch’ essa di moto uniforme.

Dalla definizione possiamo dedurre la proprieta : la distanza del punto P dall’origine O della
semiretta e direttamente proporzionale all’angolo di rotazione. Pertanto fissato il punto O e
I'asse polare , relativamente a tale sistema il punto ha coordinate P(p; ¥) : I’ equazione del
luogo risulta

p = av.
E’ facile provare che due spire consecutive della spirale di Archimede intercettano su ogni
semiretta uscente dal polo O un segmento di lunghezza costante, pari a 2ma : detto passo
della spirale. Siano P e P’ due punti successivi di intersezione della spirale con la retta uscente
da O. Sia OP < OP’. Siano P(py;9;) e P’(py; 9,) le coordinate polari, I'angolo 9,=9,+ 2m. Ora i
punti per essere elementi della spirale devono soddisfare con le loro coordinate 'equazione
della spirale e pertanto: p;=a¥; e p, = a¥,=a(Y; + 2m). Facendo la differenza dei moduli
siha: p, —p; = ab, —ad; =a(¥; + 2n) — ad;, = a[(V, + 2w) — I9,]| = 2ma

B. Cavalieri scoperse una connessione tra tale spirale e la
parabola x2 = ay. Infatti questi osservo che, se si prende
OP =r e PP’ = 2mr, tra i punti dell’arco OP di parabola e i
punti della spirale nel primo giro OP’ sono in corrispon-
denza biunivoca e l'area compresa nell'intervallo
0 <9 < 2m :cioe nel primo giro della spirale, & esat-
tamente uguale all’area del segmento parabolico intercet- !
tato dalla corda OP. Verifichiamo tale osservazione,
relativamente all’area, con I'ausilio oggi dell’ Analisi. |
Calcoliamo 1l valore del parametro a presente nelle due
equazioni, sfruttando l'equazione della parabola. A tal ] f
proposito sia xOy un sistema cartesiano monometrico )
ortogonale di centro O e ascissa la retta sostegno di OP’ ed i

ordinata la perpendicolare ad OP’ , passante per O. -" G_/‘P. >

L’equazione della parabola e del tipo sopra scritto:

y = %xz. Le coordinate di P sono P(r ; 2mr) , pertanto

. : . 1 :
sostituendo nell’equazione si ha 2nr = zrz, da cui

a= i L’equazione polare della spirale di Archimede, sostituendo il valoredi a,e p = iﬁ;

mentre quella della parabola e y = 27”x2

Calcoliamo ora I'area racchiusa dalla spirale e I'area del segmento parabolico.
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12

1193 2T _ TZ 87'[3 _ rzn
8m2 |3

0 8gz2 3 3

. _1e2m(r 2 _
Area della spirale: A = [ (gﬁ) dy =

Area del segmento parabolico . Una delle proprieta della parabola incontrate afferma che
Il punto S dell’arco di parabola in cui la tangente é parallela alla corda ha per ascissa il punto

medio delle ascisse degli estremi dell’arco, pertanto il punto S ha coordinate (g ;%n)

L’area del segmento parabolico in oggetto e % dell’area del triangolo OPS:

0 O 1 , , ,
41 |7 T 2 r 2nr r
A=-=|> - 1 :—|T[T'2——:——:—
322 2 3 2 3 2 3

r 2nr 1

Appare manifesta 'uguaglianza delle due aree.
X=r
y=r9 appare manifesta la

corrispondenza biunivoca tra i punti di OP dell’arco di parabola ed i punti OP’ dell’arco di

spirale. Infatti sostituendo in x? = ay, otteniamo 12 = ard. Dividendo ambo i termini per rsi

ottiene r = ad I'equazione polare della spirale; cosi sostituendo nell’equazione della spirale
r=x

la trasformata inversa: {19 —Y,siha x =a% . Moltiplicando ambo i termini per x si ha x? = ay
X

Se ora consideriamo la seguente trasformazione polare: {

cioe I'equazione della parabola.

Tale curva é stata applicata da Archimede per risolvere la

trisezione di un angolo e la quadratura del cerchio: A
trisezione dell'angolo: ) -
Consideriamo l'arco di spirale del primo quadrante e \
disponiamo l'angolo da trisezionare in modo che il vertice . \
coincida col polo O ed un lato con I'asse polare OX, l'altro lato ’:;*ro/ Bt \
intersechera la spirale nel punto P. Si divida il segmento OP in ’ / ‘

tre parti congruenti, siano A e B i punti di OP di suddivisione;

con centro in O e raggi rispettivamente OA e OB si traccino due
archi di circonferenza , che intersecano la spirale nei punti E e IR
C. Archimede dimostra che le semirette di origine O e passanti 4

per E e C trisecano I'angolo dato XOP.

Quadratura del cerchio

Consideriamo sempre 'arco di spirale del primo quadrante e sia P un suo punto. Da O trac-
ciamo la retta perpendicolare al segmento OP e da P tracciamo la retta tangente alla spirale.
Sia F il punto di intersezione della tangente e della perpendicolare prima tracciate, Archimede
dimostra che OF e congruente all’arco PS di circonferenza, di centro O e raggio OP, che sotten-
de 'angolo SOP. Se si sceglie il punto P come intersezione della spirale con la retta a 90°, il
segmento OF sara esattamente uguale ad un quarto della circonferenza di centro O e raggio
OP. pertanto I'area del cerchio & equivalente all’area del triangolo di base 4-OF e altezza OP.
Una semplice trasformazione geometrica, vista precedentemente, permettera di sostituire il
triangolo con un quadrato. Di qui la quadratura del cerchio.
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3 INVILUPPO, EVOLUTA ED EVOLVENTE

- Inviluppo:
Sia data I'equazione di una famiglia F di curvana
f(x,y,k)=0

con x ed y variabili indipendente e dipendente epdtametro di variabilitd. Se k figura
nell’equazione di primo grado, la famiglia F isiuce ad un fascio di curve. Diciamo che k e un
parametro di variabilita nel senso che ad un detexrtm valore reale corrisponde una determinata
curva, se varia il valore si dice che varia la eurlZ’ evidente che al variare di k varieranno in
generale tanto la posizione quanto la forma delleve; mantenendo tuttavia costante il tipo o
natura: cioé se una curva della famiglia F € utta,ral variare di k si hanno infinite rette, cpare

se una curva e una circonferenza, al variare dhirsno infinite circonferenze.

L’insieme delle curve definite da f ( x ; y; k)0 costituisce una famiglia F semplicemente itdini
di curve: per il fatto che nell’equazione figurassi parametro.

Si considerino nella famiglia F due curve f(x;;k)=0 e f(x;y;k+Ak) =0. Intersecan-do
le due curve, le coordinate dei loro eventuali paoituni sono le soluzioni del sistema:

f(x;y; ki) =10
{ ’

f(x;y; ki +Ak) 0

Facendo tenderak a zero, le due curve tendono a sovrapporsi. &ipghe la funzione
f(x;y; k) sia continua e derivabile rismett k , per il teorema dell'incremento finito si ha

f(x;y; k +AK) =f(x;y; k) +f(x,y, k#9k)Ak con 0¥ <1

Tenuto conto chef (x; y; k) =0 e chelimy_ofi(x,y, k +9k) = f.(x ,y, k) , possiamo
scrivere: f(x;y; k +Ak) = f.(x,y, k)Ak; essenddk= 0, il sistema si riduce a

{f(x; y; k) =0
fl'((x,y,k) =0

Attribuendo successivamente a k tutti i valori elsso puo assumere nel suo campo di variabilita ,
'ultimo sistema fornisce, di volta in volta, l'irsne dei punti di intersezione della curva di
parametro k con quella infinitamente vicina. In giexte il luogo di tali punti € una curva che é aett
inviluppodella famiglia F di curve.

In Analisi il significato geometrico della derivath una funzione ¢ il coefficiente angolare della
tangente nel punto di derivazione, pertanto possiaffermare che , data una famiglia di curve,
l'inviluppo della famiglia € la curva tangente dtéue curve della famiglia stessa.
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Regola L’equazione dellzurva inviluppo di una famiglia semplicemente infinita di cuniane si
ottiene eliminando il parametro tra I'equazionelaé&miglia e quella che si ottiene uguagliando a
zero la derivata del suo primo membro rispettcaahmetro.

Esempio:
1) La parabola € la curva inviluppo della famigliaelte ad essa tangenti.

Sia data la parabola y Zexsia P ¢ ; @?) un suo punto. Il coefficiente angolare dellaaett

tangente in P alla parabola e mus#ertanto la famiglia di rette tangenti ha equagio
y—a?=2a(x —a)

che ridotta a forma implicita risultazax — y — a? = 0, la cui derivata della funzione a

primo membro rispetto al parametrasulta 2x — 2a , uguagliando a zero tale derivata e

ponendola a sistema con la famigliaasi h

{2ax—y—a2=0
2x—2a=0

2x2—y—x2=0

, Si ottiene la parabola di
a =X

Risolvendo ed eliminando il parametrba;i{

partenza

y=x

2) Data la famiglia di rette 3(a — 1)x + (2a — 1)y + a? + 2a = 0 , determinare la curva
piana inviluppo di tale famiglia di rette.
Risoluzione.
Calcoliamo la derivata del primo membro rispettpadametrax : 3x + 2y + 2a + 2.
Poniamo uguale a zero tale derivata e impostiarsistéma:x
{3(a—1)x+ Qa—-1y+a*>+2a=0
3x+2y+2a+2=0
Risolviamo eliminando il parameten

{fg[(_gx_y_l)_l]ﬁ[2(_gx_y_1)_1]y+(_gx_y_1)2+2(_;x_y_1)=o

\ a=—%x—y—1x

9 9
—Exz—3xy—6x—3xy—2y2—3y+Zx2+y2+1+3xy+3x+2y—3x—2y—2=0

9
—sz—?)xy—yz—6x—3y—1=0

9x% + 12xy + 4y? + 24x + 12y +4 =0

Essa e I'equazione di una parabola remedere, ruotata e traslata non passante pettibcen
del sistema di riferimento.
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3) Data la famiglia di circonferenzex? + y2 — ax + a? —1 = 0 conr’= “TZ —a’+1>0:
cioe — % <a< 13
Risoluzione:
Calcoliamo la derivata del primo membro rispettpadametrax: —x + 2a
Poniamo uguale a zero tale derivata e impostiarsistéma:

{x2+y2—ax+a2—1=0
—x+2a=0
Risolviamo eliminando il parameten

ety - (et () ~1=0
.

determinare la curva piana inviluppo di tale fgimi di circonferenze:

X
2
x? x?
4yt ——+—-1=0
CTYITgTY
Ex2 +y2-1=0
4
La curva inviluppo € un’ellisse, che e riducibd#eforma canonica:
xZ yZ
Z 47 =1
4 1
3

Il cui grafico

yZ

2
4) Data la famiglia di ellissi ’;—2 + —1 =0 con parametrot > % determinare la curva

(1-1)2

piana inviluppo di tale famiglia di ellissi.

Risoluzione

Calcoliamo la derivata prima della funzione al psimembro:
2t , 2(1-10)

- N T2
t4x +(1—t)4y

Poniamo tale derivata uguale a zero, $éaipamola, 'equazione ottenuta la mettiamo a
sistema con la famiglia di ellissi:
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[ x2 y?
| —+— _——1=0
4 t2 +(1—t)2

2x? 2y? — o
L t (1-t3

Nella seconda equazione ricaviamo il parameitndunzione di x ed y:

3 2 2 2 2
1-t 1-t 1 1 3
( ) :(X) - _:(X)3 - _:(2)3"'1 - t= ——=—5—
t x t x t x H

Sostituendo nella prima equazione si ha:

2 22 2 2
x? <y3 + xB) y? <y3 + xB)
2 + 2 =1
X3 y§

Semplificando si ha

272 2\2
x3<y3+x3) +y

Wl N
—/

<

Wl N

+

=

Wl N
N—

Il

—_

Raccogliendo e fattorizzando si ha

2 2\8
(y3+x3> =1

Estraendo la radice cubica ad ambo i termini, chen&ca soluzione reale €:
2 2
y3+x3 =1

Che risulta I'equazione di una curva detttderoidejl cui grafico e
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NB Da questi ultimi due esempi appare chiaro chehamlai grafici, che le curve inviluppo sono
tangenti ad (almeno) una curva della famiglia diveudata ed inversamente ogni curva della
famiglia di curve data e tangente (almeno) in untpulella sua curva inviluppo

- Evoluta ed evolvente

Def. Sia data nel piano una cur@a, a curvatura non nulla, si chiaresolutadi Q il luogoI" dei
centri di curvatura o.

Se la curvd e a curvatura costante: cioé € una circonfereihzaogoI" si riduce ad un punto:
precisamente il centro della circonferenzaf)seon e a curvatura costante, il ludge una curva.

Siano P un punto della curda ed M il centro di curvatura d2 in P, si dimostra che la retta
sostegno di MP e perpendicolare o normaleCadn P ed é tangente in M B. Da questa
proposizione discende che I'evoldta I'inviluppo delle normali ad.

Def. Noto il luogal’, si dice che , e tutte le curve parallele &j e un’ evolvente di'.

Dalle due definizioni discende che, data la cUdvala sua evolut® € unica; mentre, data la curva
I', le sue evolventi sono infinte e parallele. Le leenti di una data curva costituiscono una
famiglia di curve che hanno in comune le normallidigostra che la lunghezza di un arco MN di
evolutal risulta uguale alla differenza dei raggi di cutwratrelativi ai punti P e Q di una evolvente
dei quali M ed N sono i centri di curvatura. Da discende che i segmenti di normale compresi tra
una evolvente e la successiva hanno lunghezzantesta

Ricordando quanto si e detto nella teoria dei fdsconica a proposito di cerchio osculatore, dove
per inciso si e trattato il problema della curvatdr una curva e del raggio di curvatura, sia x@y u
sistema di assi cartesiani monometrico ortogonale,

A) se si suppone che della cuRasia data I'equazione cartesiana:
y="f(x)
che risulta continua e derivabile almeno due vdat®ra I'equazione dell’evoluta in forma
parametrica, dove il parametro in questo conte$toxe risulta:

_ N A ACO)s
X=x-f Oy

~ 1+ [/ (0)]?
LV =/

Eliminando il parametro x nelle dueiagioni si ottiene la forma cartesiana del lubgo
B) se si suppone che della cuf¥aiano date le equazioni parametriche

{x = f(t)
y=g()

che risultano continue e derivabili atrm&lue volte, allora I'equazione dell’evoldtali Q
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assume la forma parametrica:

@R+ YY)
X=x A
X(%2 + y?

Dove A = det[z i] conx e y derivate prime ¥ e § derivate seconde .

Eliminando il parametro t nelle due equazioni §eoke la forma cartesiana del luogo

C) se si suppone che della cufaiano date I’ equazione polare
p =)

che risultano continue e derivabili atrmelue volte, allora I'equazione dell’evoldtali Q
assume la forma polare:

H2 2
X =pcos? — % (psenV + pcos?)

p2+p?

Y = psend + A

(pcosy — psen?)

Dove A = det [ﬁ ij] con x = pcosy — psend e y = psend + pcosd derivate prime ,

X = pcosd — 2psen?d + pcosV e y = psentd + 2pcosV — psend derivate seconde .
Eliminando il parametr®d nelle due equazioni si ottiene la forma cartestiduogol’

D)
Esempio:

1) Sia data la parabola = x2, determinare la sua evoluta.
Risoluzione
Determiniamo le sue derivate prima e seconda)) £(x, f’(x) =2
Andiamo a sostituire nel sistema parametrico:

1 + 4x?
X=x—2x
2
5 1+ 4x?
| Y=x"+ 3

Risolvendo, eliminando alla fine il parametro x ,

[ 3 [x
X = —4x3 | x=—\/;
(SEE

6x2+1
Y =

2 LY=3<—3§

L’equazione dell’'evoluta é



Il cui grafico é
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Vogliamo verificare che tale curva coincide coniluppo delle normali alla parabola data.
Sia P (@; a?) un punto della parabola. La normale alla parahelgpunto P ha equazione:

e
y—a 2Ol(x a)

La cui forma implicita &

1
y—a2+£(x—a)=0

Questa equazione costituisce I'equazione di unaglardi rette. Determiniamo la derivata

parziale rispetto al parametrodella funzione a primo membro:

2X
—a — ==X
4a?

Facciamo sistema , dopo aver uguagliato alaederivata trovata:

i —a) =
ya+a(x a)

Ricavandax dalla seconda equazione e sostituendola nellaapggmazione abbiamo:

)

_3x2+x+1

Y= 16T o 2

3 2 17
_ X

_3
\ “=-z

L’equazione della curva inviluppo della famigliardtte normali alla parabola, dopo aver
razionalizzato e semplificato, e:
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_33x2+1
Y =217 72

Pertanto la curva evoluta della parabola e la cinviduppo delle normali alla parabola presentano
la stessa equazione.
. . x?  y? .
2) Sia data I’elllsse; + i 1, determinare la sua evoluta.
Risoluzione:
Trasformiamo I'equazione dell’ellisse dalla formatesiana alla forma parametrica:
x = acos?
{y = bsend
Dove il parametr@ varia nell'intervallo[0 ; 27].
Calcoliamo di questa equazione parametrica le dirigrima e seconda rispetto al parameétro

{J'c = —asend ) {x = —acos?
y = bcos? ' y = —bsen?

Determiniamo ora I'equazione parametrica dell’etanlu

bcosd(a?sen?9 + b%cos?9)

X = acosd = absen?9 + abcos?9
V = bsend asend(a?sen?9 + b%cos?9)
k - bsen absen?9 + abcos?V

Raccogliendo ai denominatori e applicando la foenfahdamentale di goniometria, si ha

( cos9(a’sen?9 + b%cos?V)
X = acosy — 7
send(a’sen?9 + b%cos?9)
Y = bsend — 5

Operando il m.c.d. a secondo membro delle equaziacicogliendo poi al numeratore ed
applicando la formula inversa di quella fondamenthlgoniometria, si ha
(, a? — b?

X = cos39
a

b2_a2
b

Y sen39

Da cui facendo il rapporto tra i due membri si ha:

1
v 1
tang319 = —Z—X - tang?d = —(%)3

Ricordando le formule di goniometria: afs= =, sostituendo nella prima delle equazioni

1
J1+tang?

del sistema parametrico, otteniamo I'equazionees&aha dell’evoluta:
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Operando algebricamente si ha

3

2

= 2_32

14 (aY)s _a b
aX

2 2
z _ =5 2 2 2
B - () = R o @i @rr =@ - b

bX (ax)3

2
Dividendo ambo i membri péub)s , otteniamo I'equazione dell’evoluta della famagtli ellissi:

X3+Y3=
ab

2
3

Che risulta I'equazione della curva gia incontréiasteroide:
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4 CURVE DEDUCIBILI DALLE CONICHE

Le equazioni canoniche e generali delle conich@restano moltissimo a risolvere situazioni
grafiche relative a

-) equazioni irrazionali dove una volta resa @aaie con opportuni elevamenti a potenze o a
razionalizzazione se sono equazioni fratte le e@quadsultano di secondo grado nelle variabili x

-) equazioni ove figurano valori assoluti , puraoéolti i valori assoluti le equazioni si riducoad
equazioni di secondo grado nelle variabili x ed y.

Facciamo una serie di esemplificazioni:

1) y—1=2V1—x? sitratta di una curva di equazione irrazienal
Per tracciare il grafico eleviamo al quadrato amtssmini tenendo conto delle condizioni
. Tale equazione algebricamente risulta equivalahseguente sistema
1-x2>0
y—1=0
4x2 +y?—2y—-3=0

Di cui la prima disequazione e relativa alla coratie di realta del radicale, la seconda e
relativa alla positivita del radicale, la terza agione e il risultato dell’elevamento al
guadrato . Questa equazione non é altro che
'equazione di una conica e precisamente di us'sdi Y
traslata di centro C (0 ; 1) e assi
paralleli agli assi cartesiani e precisamentedx =
e y = 1. Pertanto I'equazione data é rappresentata
sul piano cartesiano da un arco di ellisse congpres T
—1<x <1 ey=>1.Pertracciare |'ellisse, riducia-
mola a forma canonica col metodo del completa-
mento dei quadrati:

x*  (y—1)?

Tt
con a=1e b=2. Pertanto I'insieme dei punti del piahe c
soddisfano I'equazione data e rappresentato dal darallisse a fianco disegnato.

2) ylx + 1| = |3 — 2x| — |x]| si tratta di una curva di equazione in due variatiin

moduli.

Intanto cerchiamo di sciogliere i moduli, studiandsegni delle espressioni che figurano
nei moduli e riportiamoli su un grafico:

=1
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: 3
i ' ! 4
i t
|
Kedpls = == — e . ,
! i '
3 -2x 70 . i S ks
X2O — = — = — = ——_— = !

Nei quattro intervalli in cui rimane diviso I'asdelle ascisse I'equazione della curva
diventa:

3. x-3
< - = = — v
per x<-1 o % - siha y i \
per -I< x <0 sihayzfc_T’lc
3 . __ 3-3x \
per Gx <; sihay = i1 _— A\ )
che risultano equazioni di iperboli onefgrhe B
o iperboli equilatere traslate riferiggiasintoti .,ﬁ—;
, il cui grafico complessivo e:

3) y=—y4—x|x|+|x—1] = 0 sitratta di una curva la cui equazioneazionale con
moduli.

Intanto cerchiamo di sciogliere i moduli, sario i segni delle espressioni che
figurano nei moduli e riportiamoli su un grafi

¢ 4 X

©

Nei tre intervalli in cui rimane diviso I'asse Bebhscisse I'equazione della curva diventa:

x2—x+5=>0 Vx
perx<0 y=vx?—-x+5 equivalente al sisterqa y<0

x*—y*—x+5=0

5—x—x2>0 Vvx
pell <x<1y=-V5—-x—x% equivalente al siste y<0
x24+y2+x—-5=0
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34 x —x?

per 1 y=—-V3+x—x? equivalente al siste y<0
x> +y?—x—-3=0

che risultano: la prima iperbole equilater

traslata riferita agli assi; la seconda ®rza cir-

conferenze rispettivamente di centrii—(; 0), (—% ;O)

e raggg e ? il cui grafico definitivo e

Dai tre esempi riportati appare evidente che itdimmento di curve , deducibili dalle equazioni
delle coniche, si effettua dopo aver operato algabrente e tenendo costantemente sotto controllo
le condizioni imposte dagli operatori presenti @aedquazioni proposte . Una volta impostato il
sistema delle condizioni e dellequazione risoleerthe deve risultare un’equazione di secondo
grado in due variabili, si tracciano il grafico weatualmente i grafici relativi ai diversi sistemi
impostati limitatamente agli intervalli imposti.dkafico o I'unione dei singoli grafici per intefia

da il grafico definitivo della curva richiesta.

5 INVERSIONE CIRCOLARE

Fissato in un piano un punto O ( centro di inv@rei ) ed una costante % O, si faccia
corrispondere ad ogni punto P del piano ( diveraoQd) il punto P’ che appartiene alla retta
congiungente O con P ed e tale che si abbia :

OP-OP’=k

La corrispondenza biunivoca e simmetrica che panelazione P e P’ si chianeasformazione
per raggi vettori reciproci o inversiongi centro O e potenza k. | due punti P e P’ sodo punti
reciproci. Si nota che quando P, muovendosi suratta qualunque, tende ad O, P’ si allontana
indefinitamente , per cui tutti i punti improprild@ano si possono considerare come corrispondenti
di O . Posto k > 0, i punti P per cui vale ‘OPk sono i punti uniti della corrispondenza edi ess
costituiscono un cerchib, avente centro in O e raggio= vk, che si chiama cerchio di inversione
e di conseguenza la trasformazione possiamo chiamaersione circolarePertanto I'inversione
circolare e un caso particolare della trasformaziper raggi vettori reciproci.

Def. Data la circonferenzB di centro O e raggip, si chiamanversione circolarda corrispondenza
biunivoca che associa ad ogni punto P del piarsbintb da O, il punto P’ allineato con OP tale che

OP - OP' =12
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La circonferenz& e dettacirconferenza base.

Proprieta:

-) Ad ogni punto P interno al cerchio determinaadialcirconferenz& corrisponde un punto P’
esterno a detto cerchio e viceversa

-) Ad una retta passante per O corrisponde seastess
X i

-) Ad una retta non passante per O corrisponde
una circonferenza passante per O e viceversa

( diamo i grafici relativi a questa proposizione X

)
x

-) Ad una circonferenza non passante per O comdpaina circonferenza non passante per O.

-) Ad angoli formati da due rette o da due circogfee o in generale da curve corrispondono
angoli congruenti formati dalle figure corrispontden

Punti uniti e figure unite:

-) Punti uniti: | punti uniti della trasformazioseno solo i punti della circonferenza bé@ise

-) Figure unite:

1) rette passanti per il centringiersione O
2) la circonferenza bdse

3) le circonferenze ortogonali alleconferenza bade

Equazione:

Riferito il piano ad un sistema di coordinate esidne ortogonali che abbia come origine il punto
O, indicati con x ed y le coordinate di P e corea’y’ le coordinate del punto corrispondente P’, si
ha facilmente che queste ultime si ottengono izifure delle coordinate di P dalle equazioni

/ TZX

T x2+y2
yI= TZJ’

x%+y?

L _r?x_

x%+y?
2

- ;yz
x2+4y

X

y
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Esercizi:

2 2
1) Data I'equazione dell’ellisse di equazioﬁge+ y: = 1, trovare la trasformata di tale ellisse in
una inversione circolare di centro O (0 ; 0 )goia 1.

Risoluzione
Applico la trasformazione per CUfVem + '

y? _ . . .
e 1, operando e riducendola in forma implicita
si ha

36(x% +y%)2 —4x%2 —9y2 =0
4/ 2

In coordinate polari si ha =%‘m’9 con 0< 9 < 21

Che risulta I'equazione di una curva del quartareed \
E’ una curva simmetrica rispetto all'asse delleisssin O ha un punto isolato e interseca l'asse

delle asmsse—(g ;0)e é ; 0 ), mentre interseca l'asse delle y in é()e( 0 ;E ).

2) Data I'equazione della parabola di equazione *i:yz + 1, trovare la trasformata di tale
parabola in una inversione circolare di centro@ Q ) e raggio 2.

Risoluzione
. . 4 _ 1 1ey?
Applico la trasformazione per curve—— = + 1, operando e riducendola in forma
x2+y2 4 (x2+y2)2
implicita si ha

(x2+y?)?2 —4x(x?+y?) —4y2 =0

In coordinate polari si hap =2(co® + 1) con <9 < 2x

Che risulta I'equazione di una curva del quartaregdcardioide
E’ una curva simmetrica rispetto all'asse delleésssin O ha una
cuspide e interseca l'asse delle ascisse (4 ; fgntre interseca
lasse delleyin(0;2)e(0;-2).

NB. L’inversione circolare applicata alla paraboleha permesso
di effettuare una trasformazione del punti dellaapala e di
trovare una nuova curva d'ordine superiore: curia gjudiata l

come luogo geometrico

Problema di Pappo

L’inversione circolare ti permette di risolverenmdo semplice ed
elegante il seguente problema:
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“ Sia data una circonferenZa di diametro AB, e due circonferenié e I'o con centri su AB,
tangenti tra loro e, internamentel.dnscrivere una successione di circonferenze,
tutte tangenti sia 8 che al”, e definite induttivamente I
dalla condizione ché&,.; sia tangente anchela.Siano
dati un sistema cartesiano monometrico ortogox@le y
ed un circolol’ di inversione di equazionec? + y? = r T
r2. Si tracci la retta t , tangente a nel punto di
intersezione di' con I'asse delle ascisdeha equazione
X = r. Si tracci poi una retta parallela at : s ha
equazione X =r + a, essendo a la distanzadadit. '1\ ?
Internamente alla striscia di piano determinats dada /

/
t si traccino una successione di circonferenze tahge\ //
alle rettet ed se tali cheln+1 Sia tangente anchd'a I

To=T,: x2+y?2—Qr+a)x+r?+ar=0

t

XY

YOO

I =T x*+y?—Qr+a)x—2ay+ar+a®>=0

I =Tp: x*+y*—Qr+a)x+2ay+ri+ar+a®=0
[, =Tc: x2+y*—Qr+a)x—4ay+r>+ar+4a*>=0
T ,=Tp: x> +y?—Qr+a)x+4ay+r’>+ar+4a*>=0
l;=:x2+y?—-Qr+a)x—6ay+r?>+ar+9a®>=0

T ;= x*+y*—Qr+a)x+6ay+r*+ar+9a*>=0

I,=: x*+y?—Q2r+a)x—2nay +r?>+ar +n?a®>=0
,=:x*+y*—Q2r+a)x+2nay+r®>+ar+n?a®>=0

Si consideri I'inversione circolare relativa alaofo I

r’x

Xy 72
rly
y - x2 + yZ
e si trasformino le retteeds, nonché le circonferenZg ,I'; ;T_; ; T, ...., determinando in
sequenza i corrispondenti ( che sono due circonterg delle rette parallelg s,e delle
circonferenzd

rix

_ 2 2 _
=r - x“+ —rx=0
x%+y? y

2 2

rex T
=——=r+a-> x*+y*——x=0
x2+y r+a




2r+ar r

2 2 2
F{)E(rx)+(ry)—(2r+a)r9;2+r2+ar=0 - x%+y?— x+—=0

x2+ r+a r+a

2

rix rly )2 rix rly
= + —2r+a —2a r’+ar+a*=0 -
(x2+y2) (xz+y2 @r+a) x2+y? x2+y2 trot +

=3
e
Il

2, 2 2r3 + ar? 2ar?
- X — x —
Y r?2 + ar + a? r2+ar+a2y
4
r2 + ar + a? .
2 2
P r2x ) ( rly ) _ r2x
[ = (x2+y2 * x2+y? @r+a) x2+y2 +

2a

r’y 2 2
x2+y2+r +ar+a°=0 -

2r3 + ar? 2ar?

x +
r2 + ar + a? r2+ar+a2y

T'4

r2 + ar + a?

w
.D
r2x )2 ( r2y )2 r2x
tH\5—) —@r+a - B
(x2+y2 x2+y2 ( ) x2+y2

> x24y?o

Iy

4a

2y 2 2
x2+y2+r t+ar+4a°=0 -

2r3 + ar? 4ar? ¥
x —
r2 + ar + 4a? r2+ar+4azy
4
+ d =
r? + ar + 4a?

> xZ4y?—

2 2 2 2 2 2
F’_ZE(Tx)+(Ty) —Qr+a)—=+4a—+r’+ar+4a>=0 -

x2+y2 x2+y2 x2+y2 x2+y2

2r3+ar? 4ar?

X =0
r2+ar+4a? r2+ar+4a? y

> x24y?o

problema di Pappo ottenuta tramite [linversione

\\
t
Il grafico a fianco tracciato mostra la soluziond d /'
//
circolare di Steiner. /

Si dimostra che i centri delle circonferenze
corrispondentl’y ,T; ,T'_; , ..., giacciono
sulla circonferenza corrispondente alla retta
dei centridily 'y T, ... e cheicentridip,
['1 T.1, ... sono allineati coi propri
corrispondenti e con il centro di inversione
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PROGRAMMI IN TURBO PASCAL
Per il tracciamento di coniche , soggette anchasidrmazioni

1) Questo programma permette di tracciare il graficané conica nota la sua equazione
Dando informazioni sul tipo e la specie; inoltrerginiesta viene tracciato il grafico della
sua canonica dandoti di questa I'equazione.

PROGRAM coniche_generali;
USES crt,graph;
label 1;
const unita:real=20; passo:real=0.005; colore:k8e=
guadratura=1.077; min_unita_puntini=20;
min_unita_tacche=10;
sfasax:real=0; sfasay:real=0;
var xmin,xmax,ymin,ymax,x2,y2,xmed,ymed:integer;
X,y,a,b,c,d,e f,rang,0sx,0sy,ounita,w,wl,w2 a8l
tipo,specie:string;
comples:boolean;risp,r.t:char;
sin,des,su,giu,j,j1,j2,rx,ry:real;
s,aa,bb,cc,dd,ee,ff:string;
PROCEDURE attiva_grafica;
var gd,gm:integer;
begin
gd:=detect;
initgraph(gd,gm,'c:\bgi";
xmin:=0;ymin:=0;xmax:=getmaxx;ymax:=getmaxy;
xmed:=(xmax-xmin) DIV 2;
ymed:=(ymax-ymin) DIV 2;
END;
PROCEDURE presenta;
const lato=1000;
q=640;
|=480;
x0=-500;
yo=-500;
var xs,ys,resto:integer;
x,y:real;
begin
clrscr;
attiva_grafica;
setbkcolor(1);
setcolor(10);
settextjustify(1,1);
settextstyle(1,0,6);
outtextxy(320,200,'CONICHE GENERALI;
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settextstyle(2,0,5);
outtextxy(320,260,'a cura del");
settextstyle(2,0,8);
outtextxy(320,310,'Prof. VACCARO GIOVANNI;
READLN;
for xs:=0 to 320 do
begin
X:=xo0+lato/640*xs;
x:=int(sqrt(abs(x)));
forys:=0to |l do
begin
y:=yo+lato/640*ys;
y:=int(sqrt(abs(80+y)));
resto:=round((x+y)) mod 16;
putpixel (xs,ys,resto);
putpixel (640-xs,ys,resto);
end;
end;
readin;
closegraph;
END;
FUNCTION CONV_X(X:REAL):INTEGER,
begin
conv_x:=round((x+sfasax)*unita+Xmed);
end;
FUNCTION CONV_Y(Y:REAL):INTEGER,;
begin
if (y>-ymax) and (y<ymax) then
conv_y:=round(Ymed-(y+sfasay)*unita*quadratuf@uadratura*)
end;
FUNCTION FNR1(X:REAL):REAL,;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b-sqrt(d@){(2*c)*(x-rx)+ry
else comples:=true;
fnrl:=func;
end;
FUNCTION FNR11(y:REAL):REAL;
var delta,func:real;



begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b+sqrt(ag)t(2*a)*(y-ry)+rx
else comples:=true;
fnril:=func;
end;
FUNCTION FNR2(X:REAL):REAL,;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b+sqrt(dg)t(2*c)*(x-rx)+ry
else comples:=true;
fnr2:=func;
END;
FUNCTION FNR22(y:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta <> 0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b-sqrt(a@){(2*a)*(y-ry)+rx
else comples:=true;
fnr22:=func;
ED:;
FUNCTION FNY(X:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c<>0) then func:=(-b*x-e+glta))/(2*c)
else comples:=true;
fny:=func;
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END;
FUNCTION FNX(Y:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a<>0) then func:=(-b*y-d+4dklta))/(2*a)
else comples:=true;
fnx:=func;
END;
FUNCTION FN2Y(X:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c<>0) then func:=(-b*x-e-qgelta))/(2*C)
else comples:=true;
fn2y:=func;
END;
FUNCTION FN2X(Y:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a<>0) then func:=(-b*y-d-Jaltita))/(2*a)
else comples:=true;
fn2x:=func;
END;
FUNCTION FN3Y(X:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c=0) and (x<>0) then func(dfx+f)/(b*x+e))
else comples:=true;
fn3y:=func;
END;
FUNCTION FN3X(Y:REAL):REAL;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a=0) and (y<>0) then func(ety+f)/(b*y+d))
else comples:=true;
fn3x:=func;
END;
PROCEDURE ASSI,
var IX,1Y,ym,xm,nl: integer;



begin
xm:=Xmed;
ym:=Ymed,;
setcolor(7);rectangle(0,0,xmax-xmin,ymax-ymin);
setcolor(14);
line(conv_x(0),ymax,conv_x(0),0);
line(xmax-xmin,conv_y(0),0,conv_y(0));
line(conv_x(0),0,conv_x(0)+5,0+7);
line(conv_x(0),0,conv_x(0)-5,0+7);
line(xmax-xmin,conv_y(0),xmax-xmin-7,conv_y(0)-5)
line(xmax-xmin,conv_y(0),xmax-xmin-7,conv_y(0)+5)
setcolor(10);
sin:=-sfasax-(640/unita/2);
des:=-sfasax+(640/unita/2);
su:=-sfasay-(480/unita/2);
giu:=-sfasay+(480/unita/2);
if unita>min_unita_tacche then
begin
for ix:=round(sin+0.5) to round(des-0.5) do

line(conv_x(ix),conv_y(0)-Brov_x(ix),conv_y(0)+2);

for iy:=round(su+0.5) to round(giu-0.5) do

line(conv_x(0)-2,conv_y(iyrv_x(0)+2,conv_y(iy));

end;
if unita>min_unita_puntini then
for ix:=round(sin+0.5) to round(des-0.5) do
for iy:=round(su+0.5) to round(giu-0.5) do
putpixel(conv_x(ix),conv_y(iy),9);
setcolor(7);rectangle(0,0,xmax-xmin,ymax-ymin);
END;
PROCEDURE grafico(xmn,ymn,xmx,ymx:integer; a,bg,treal);
var u:string;
begin
Xmax:=xmx;
ymax:=ymx;
Xmin:=xmn;
ymin:=ymn;
xmed:=(xmax-xmin) DIV 2;
ymed:=(ymax-ymin) DIV 2;
setviewport(xmin,ymin,xmax,ymax,clipon);
passo:=1/unita;
ASSI;
sin:=-sfasax-(640/unita/2);
des:=-sfasax+(640/unita/2);
su:=sfasay-(480/unita/2);
giu:=sfasay+(480/unita/2);
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_Xx(X);
y2:=conv_y(Fny(x));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
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end;
X:=X+passo;
until x>des;
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_x(x);
y2:=conv_y(Fn2y(x));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
if (a=0) and (c=0) then
begin
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_Xx(X);
y2:=conv_y(Fn3y(x));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
end;
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_x(X);
y2:=conv_y(Fnr1(X));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,7);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_x(X);
y2:=conv_y(Fnr2(X));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,7);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
passo:=1/(unita*quadratura);



y:=su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fnx(y));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
y:=su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fnrl1(y));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
y:=Su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fnr22(y));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
y:=Su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fn2x(y));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
if (c=0) and (a=0) then
begin
y:=Su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fn3x(y));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
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putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
end;
setcolor(10);
if (j1<>0) then
circle(conv_x(rx),conv_y(ry),2);
setcolor(12);
if (a=0) and (c=a) and (b<>0) and ((e<>0) orXdy then
begin
setcolor(6);
line(conv_x(-e/b),0,conv_x(-e/b),ymax);
line(0,conv_y(-d/b),xmax,conv_y(-d/b));
end;
setcolor(7);
outtextxy(xmax-xmin-15,conv_y(0)+5,'x");
outtextxy(conv_x(0)+5,10,'y";
outtextxy(conv_x(0)+5,conv_y(0)+5,'0";
setcolor(10);
str(unita:3:3,u);
outtextxy(xmax-xmin-110,ymax-ymin-10,'Unit...: '+u)
setviewport(0,0,getmaxx,getmaxy,clipoff);
end;
PROCEDURE immetti;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(10,4);
write('Questo programma ti permette di traccibgeafico di una'’);
textcolor(4);
gotoxy(10,6); writeln(" '+chr(4)+' CONICA GENERAKE e a richiesta I"eq. CANONICA'+chr(4));
textcolor(15);
gotoxy(10,8); write('nota la sua equazione, déridformazioni sul tipo e');
gotoxy(10,10); write("  sulla specie, anckeéaasi degeneri.");
textcolor(14);
gotoxy(10,12); writeln(" Inserisci i sei coefénti dell"equazione generale:");
textcolor(11);
gotoxy(11,15); writeIn(" % ( )xy + ( )+ ( x+( Jy+( )=0);
gotoxy(12,15);readIn(a);
gotoxy(20,15);readIn(b);
gotoxy(30,15);readIn(c);
gotoxy(39,15);readIn(d);
gotoxy(48,15);readIn(e);
gotoxy(57,15);readIn(f);
j:=a*c*f+b/2*e/2*d/2+d/2*b/2*e/2-(d/2*d/2*c+a*e/2e/2+b/2*b/2*f);



jl:=a*c-b/2*b/2;
j2:=atc;
if (4*a*c-b*b<>0) then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if j1<0 then
begin
w:=(j2+sqrt(sqr(j2)-4*)1))/2;
wl:=-(-j2+sqrt(sqr(j2)-4*j1))/2;
w2:=j/11;
w3:=0;
end
else
if j1>0 then
begin
w:=(j2-sqrt(sqr(j2)-4*j1))/2
wl:=(j2+sqrt(sqr(j2)-4*j12y/
w2:=j/j1;
w3:=0;
end
else
begin
w:=j2;
w1:=0;
w2:=0;

w3:=-2*sqrt(-j/j2);
end;
end;
procedure casi;
begin
if j<>0 then rang:=3
else
if (j1<>0) or (b*e-2*d*c <>0) or (4*c*f-e*e<>0) p(4*a*f-d*d<>0)
or (2*b*f-d*e<>0)
then rang:=2
else
if (j2<>0) then rang:=1,
if rang=3 then begin
tipo:='Conica non degenere nagegpta' end
else begin
if (j1>0) then tipo:='Ellisse degenergrecisamente degenera in’;
if (j1>0) and (a=c) then
tipo:='Circonferenza degenereexizamente degenera in’;

if (j1=0) then tipo:='Parabola degenengrecisamente degenera in’;

if (11<0) then tipo:='Iperbole degenerprecisamente degenera in’;
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end;
if (rang=3) and (a=c) and ((j>0) and (j1>0) aj&Q)) or
((<0) and (j1>0) and (j2<0))
then tipo:='Circonferenza privgdrte reale’;

if (rang=3) and (a<>c) and ((j>0) and (j1>0) gj&+0)) or
((j<0) and (j1>0) and (j2<0))
then tipo:='Ellisse priva di pareale’;
if (rang=3) and ((j>0) and (j1>0) and (j2<0)) or
((j<0) and (j1>0) and (j2>0))
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (e9¥€then
specie:='Ellisse dotata di pag@e traslata e ruotata’;
if (b<>0) and ((d=0) and (eXxt)en
specie:='Ellisse dotata di pagi@e ruotata’;
if (b=0) and ((d<>0) or (e<>@hen
specie:='Ellisse dotata di paei@e traslata’;
if (b=0) and (a=c) and ((d<x0)(e<>0)) then
specie:='Circonfernza traslata’;
if (b=0) and (a=c) and ((d=0pder=0)) then
specie:='Circonfernza centrata’;
if (b=0) and (d=0) and (e=0) gfwD) then
specie:='Ellisse centrata o caen
end;
if (rang=3) and ((j>0) and (j1=0) and (j2<0)) or
((<0) and (j1=0) and (j2>0))
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (e9»then
specie:="Parabola traslata eatat
if (b<>0) and ((d=0) and (ert)en
specie:='Parabola ruotata’;
if (b=0) and ((d<>0) or (e<¥>@hen
specie:='Parabola traslata’;
if (b=0) and (c=0) and (d=0dae<>0) and (f=0) then
specie:='Parabola canonica’
end;
if (rang=3) and (j1<0) and (j2=0)
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (e9¥€then
specie:='Iperbole equilateralatase ruotata’
if (b<>0) and ((d=0) and (ert)en
specie:='Iperbole equilatera atet
if (b=0) and ((d<>0) or (e<¥>@hen
specie:="Iperbole equilateralatas;



if (b=0) and ((d=0) or (e=@hEn
specie:="Iperbole equilaterariiteagli assi’;
if (b<>0) and((a=0) and (c=ajd ((d<>0) or (e<>0)) then
specie:='Iperbole equilatera orafiga riferita agli asintoti’;
if (b<>0) and ((a=0) and (crand ((d=0) or (e=0)) then
specie:="Iperbole equilaterariifeagli asintoti’;
end;
if (rang=3) and ((j<>0) and (j1<0) and (a<3}-c)then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (e9¥€then
specie:='Iperbole non equilateaslata e ruotata’;
if (b<>0) and ((d=0) and (ert)en
specie:='Iperbole non equilater@tata’;
if (b=0) and ((d<>0) or (e<¥@)en
specie:='Iperbole non equilateaslata’;
if (b=0) and ((d=0) or (e=@hkn
specie:='Iperbole non equila¥atrata’;
end;
if (j<>0) and (b=0) and (a=c) and (d=0) and (ea}l (f>0) then
specie:='Coppia di rette immaginarie coniageon parallele’;
if (rang=2) and (j1>0) and (j2<>0)
then specie:='Coppia di rette immaginarie corteig@n parallele’;
if (rang=2) and (j1<0) and (j2=0)
then specie:='Coppia di rette reali noraffele ma perpendicolari’;
if (rang=2) and (j1<0) and (j2<>0)
then specie:='Coppia di rette reali norajpele ne perpendicolari’;
if (j=0) and (j1<0) and (b=0) and (d=0) and (ea@d (f=0) then
specie:='Coppia di rette reali incidenti

if (j=0) and (j1<0) and (b=0) and (d=0) and (ea@d (f=0) and (a=-c) then

specie:='Coppia di rette reali incidenperpendicolari;

if (j=0) and (j1>0) and (b=0) and (d=0) and (ea@yd (f=0) then
specie:='Coppia di rette immaginarie’;

if (rang=2) and (j1=0) and (j2<>0)

then specie:='Coppia di rette paralledalfrod immaginarie) entrambe proprie';

if (rang=2) and (j1=0) and (j2=0)

then specie:='Coppie di rette reali (dalalo perpendicolari) non entrambe proprie’;

if (rang=1) and (j1=0) and (j2<>0)
then begin if (d=0) and (e=0) and (f=0)
then specie:='Retta doppia (reale) pacp
if (d<>0) or (e<>0) or (f<>0) then
specie:='Coppia di rette parallelestidie ( reali o no )"
end;
if (rang=1) and (j1=0) and (j2=0) then speciesti® doppia impropria’;
end;
procedure rosso;
begin
setrgbpalette(1,0,0,20);
seffillstyle(1,1);
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bar(0,getmaxy-30,getmaxx,getmaxy);
bar(0,0,getmaxx,9);
setcolor(6);
outtextxy(10,450,Tipo di conica: '+tipo);
outtextxy(10,460,'Specie di conica: '+specie)
setcolor(9);
str(a:2:2,aa);str(b:2:2,bb);str(c:2:2,cc);str(@;ad);
str(e:2:2,ee);str(f:2:2,ff);
setcolor(2);
outtextxy(240,479-8,'Formula: '+aa+'xy+'+bb+ee+'yy+'+dd+'x+'+ee+'y+'+ff+'=0";
setcolor(15);
outtextxy(540,471-16,'INVIO Esci");
setcolor(3);
outtextxy(10,479-8, Tasti: +/- Zoom '+chr(24)+H&%)+chr(27)+chr(26)+' Sposta’);
setcolor(7);
outtextxy(250,0,chr(4)+' CONICHE GENERALI'+chrj4)
setffillstyle(0,0);
repeat
t=""
t:=readkey,
osx:=sfasax;
osy:=sfasay;
ounita:=unita;
case t of
'+ unita:=unita*1.2;
- unita:=unita/1.2;
#75: sfasax:=sfasax+(1/unita*30);
#77: sfasax:=sfasax-(1/unita*30);
#80: sfasay:=sfasay+(1/unita*30);
#72: sfasay:=sfasay-(1/unita*30);
end;
if unita>640 then unita:=640;
if unita<=1 then unita:=1;
if (sfasax<>o0sx) or (sfasay<>0sy) or (unita<rita) then
begin
bar(1,11,getmaxx-1,getmaxy-31);
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,a,b,c,d,e,f);
end;
until t=#13;
closegraph;
end;
BEGIN
(* presenta;*)
repeat
comples:=false;
immetti;
casi;
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attiva_grafica;

unita:=15;
colore:=12;
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,a,b,c,d,e,f);
rosso;
textbackground(1);
textcolor(10);
clrscr;
gotoxy(10,11);write("Vuoi I"equazione canonicéSMN) ');
readin(r);
if (r="s") or (r='S") then
begin
a:=w;b:=0;c:=w1;d:=0;e:=w3;f:=w2;
casi;
attiva_grafica;
unita:=15;
colore:=12;
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,a,befil,
rosso;
end;
textbackground(1);
textcolor(10);
clrscr;
gotoxy(10,11);write("Vuoi ripetere con altri céiefenti ? (S/N) ;
readin(risp);
risp:=upcase(risp);
until (risp="N");
END.

2) Questo programma oltre a tracciare il grafico di ganica, nota la sua equazione, e ha darti
informazioni sul tipo e sulla specie, ti permetteffiettuare una trasformazione lineare, nota
la sua equazione, dandoti informazione sul tipwadiformazione, e di tracciare il grafico
della conica trasformata, dandoti la sua equazione.

PROGRAM trasformazioni_coniche_generali;

USES crt,graph;

const unita:real=20; passo:real=0.005; colore:hise=

gquadratura=1.077; min_unita_puntini=20;
min_unita_tacche=10;
sfasax:real=0; sfasay:real=0;

VAR xmin, xmax, ymin, ymax, X2, y2, xmed, ymed:ager;
X,Y,a,b,c,d,e,f,rang,0sx,0sy,ounita:REAL;
at,bt,ct,dt,et,ft:real;
tipo,specie:string;
comples:boolean;risp:char;
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sin,des,su,giu,j,j1,j2,rx,ry:real;
s,aa,bb,cc,dd,ee,ff:string;

PROCEDURE trasformazione_coniche(aaxx,aaxy,aayygag,afp:real);
var ar,br,cr,al,bl,cl,det:real;
a2,b2,c2,a21,b21,c21:real;
alxx,alxy,alyy,alx,aly,flp:real;
begin
clrscr;
gotoxy(14,4);writeln('Immetti i coefficienti tla trasformazione lineare: ');
repeat
gotoxy(22,6);write(" X" = ( X+ ( Y)+( );
gotoxy(22,7);write(" Y" = ( X+ ( Y)+( );
gotoxy(30,6);readIn(ar);gotoxy(43,6);readIn(bogaxy(56,6);readln(cr);
gotoxy(30,7);readln(al);gotoxy(43,7);readIin(bbjaxy(56,7);readin(cl);
det:=ar*bl-al*br;
if det=0 then begin
gotoxy(14,4);writeln('Rimetti i coefficienti tla trasformazione lineare: ');
end,
gotoxy(15,9);write('La trasformazione lineareradotta risulta una: ');
until det<>0;
if (ar=b1/det) and (br=-al/det) and (al=-br/cdet)l (b1=ar/det) then
begin
IF det = 1 then
begin
gotoxy(26,11); w(t8OMETRIA DIRETTA
end,;
IF det = -1 then
begin
gotoxy(26,11); w(tSOMETRIA INVERSA ;
end,;
end else
if (b1=ar) and (a1=0) and (br=0) and (ar>0Onthe
begin
gotoxy(26,11); writetM@TETIA DIRETTA  );
gotoxy(27,13);write(fdipporto k = ',ar:3:2);
end else
if (b1=ar) and (a1=0) and (br=0) and (ar<0) then
begin
gotoxy(26,11); wri@MOTETIA INVERSA  ");
gotoxy(27,13);writé(tapporto k =',ar:3:2);
end else
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if (b1=ar) and (br=-al )then
begin
gotoxy(26,11); writd(8LITUDINE DIRETTA");
gotoxy(27,13);write(ldipporto k = ',sqgrt(sqgr(ar)+sqr(br)):3:2);
end else
if (b1=-ar) and (al=br) then
begin
gotoxy(26,11); wri@MILITUDINE INVERSA);
gotoxy(27,13);writk(tapporto k = ',sqrt(sqr(ar)+sqr(br)):3:2);
end else
begin
if deT>0 then
begin
gotox@(21);writeCAFFINITA" DIRETTA Y);
GOTOXY(23);WRITE('di rapporto k ="',det:3:2);
end;
if deT<O0 then
begin
gotox§(21);write(AFFINITA" INVERSA  );
GOTOXY/(23);WRITE('di rapporto k ="',det:3:2);
end;
END;
a2:=bl/det; b2:=-br/det; c2:=(br*c1-bl*cr)/det;
a2l:=-all/det; b21:=ar/det; c21:=-(ar*cl-al*cr)/de
gotoxy(22,15);write('La trasformazione inverssutia : ');
gotoxy(22,17);write(' X = (,a2:3:2,)X" + (,1&2,)Y" + (',c2:3:2,")");
gotoxy(22,18);write(' Y = (",a21:3:2,)X" + @b:3:2,)Y" + (,c21:3:2,")");
readin;
gotoxy(4,20);
write(' L"equazione della conica introdotta, geiga a trasformazione, risulta: *);
alxx:=aaxx*sqr(a2)+aaxy*a2*a2l+aayy*sqr(a2l);
alxy:=2*aaxx*a2*b2+aaxy*(a2*b21+b2*a21)+2*aayy*eb21;
alyy.=aaxx*sqr(b2)+aaxy*b2*b21+aayy*sqr(b21);
alx:=2*aaxx*a2*c2+aaxy*(a2*c21+c2*a2l)+2*aayy*a221+aax*a2+aay*a2l;
aly.=2*aaxx*b2*c2+aaxy*(b2*c21+c2*b21)+2*aayy*baR1+aax*b2+aay*b21;
flp:=aaxx*sqr(c2)+aaxy*c2*c21l+aayy*sqr(c21)+aa*@aay*c21l+afp;
gotoxy(10,22);
write('(,alxx:3:2, )Xy + (,alxy:3:2,)XY + (13y:3:2,)Yy +(,alx:3:2,)X + (‘,aly:3:2,)Y +

(,f1p:3:2,) = 0Y);
at:=alxx;bt:=alxy;ct:=alyy;dt:=alx;et:=aly;ft:pfl
readln;

end;
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PROCEDURE attiva_grafica;
var gd,gm:integer;
begin
gd:=detect;
initgraph(gd,gm,'c:\bgi’);
xmin:=0;ymin:=0;xmax:=getmaxx;ymax:=getmaxy;
xmed:=(xmax-xmin) DIV 2;
ymed:=(ymax-ymin) DIV 2;
END;
PROCEDURE presenta,
const lato=1000;
q=640;
|=480;
X0=-500;
yo=-500;
var xs,ys,resto:integer;
x,y:real;
begin
clrscr;
attiva_grafica;
setbkcolor(1);
setcolor(10);
settextjustify(1,1);
settextstyle(1,0,3);
outtextxy(320,80, TRASFORMAZIONE DEL PIANO IN SB;
settextstyle(2,0,6);
outtextxy(320,140,'applicata alle");
settextstyle(1,0,6);
outtextxy(320,200,'CONICHE GENERALI');
settextstyle(2,0,5);
outtextxy(320,260,'a cura del’);
settextstyle(2,0,8);
outtextxy(320,310,Prof. VACCARO GIOVANNI);
readin;
for xs:=0 to 320 do
begin
X:=xo0+lato/640*xs;
x:=int(sqrt(abs(x)));
for ys:=0to | do
begin
y:=yo+lato/640*ys;
y:=int(sqrt(abs(80+y)));
resto:=round((x+y)) mod 16;



putpixel (xs,ys,resto);
putpixel (640-xs,ys,resto);
end,
end,
readin;
closegraph;
END;
FUNCTION conv_x(x: real): integer;
begin
conv_x:=round((x+sfasax)*unita+xmed);
end;
FUNCTION conv_y(y: real): integer;
begin
if (y>-ymax) and (y<ymax) then
conv_y:=round(ymed-(y+sfasay)*unita*quadraji(fguadratura*)
end,;
FUNCTION FNR1(x: real ; a,b,c,d,e,f: real): real,
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end,
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b-sqrt(a)t(2*c)*(x-rx)+ry
else comples:=true;
fnrl:=func;
END;
FUNCTION FNR11(y: real ; a,b,c,d,e,f: real): real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b+sqrt(@@)t(2*a)*(y-ry)+rx
else comples:=true;
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fnrll:=func;
END;
FUNCTION FNR2(x : real ; a,b,c,d,e,f:real): real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta<>0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b+sqrt(@@)t(2*c)*(x-rx)+ry
else comples:=true;
fnr2:=func;
END;
FUNCTION FNR22(y: real ; a,b,c,d,e,f:real): real;
var delta,func:real;
BEGIN
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b)-4*a*c;
if delta <> 0 then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end,;
if (delta>0) and (c<>0) then func:=(-b-sqrt(d@){(2*a)*(y-ry)+rx
else comples:=true;
fnr22:=func;
END;
FUNCTION FNY(x : real ; a,b,c,d,e,freal): real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c<>0) then func:=(-b*x-e+d4qelta))/(2*c)
else comples:=true;
fny:=func;
END;
FUNCTION FNX(y : real ; a,b,c,d,e,f: real): real;
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var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a<>0) then func:=(-b*y-d+4gelta))/(2*a)
else comples:=true;
fnx:=func;
END;
FUNCTION FN2Y(x : real ; a,b,c,d,e,f:real): real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c<>0) then func:=(-b*x-e-qgltlta))/(2*c)
else comples:=true;
fn2y:=func;
END;
FUNCTION FN2X(y : real ; a,b,c,d,e,f: real): real;
var delta,func:real;
BEGIN
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a<>0) then func:=(-b*y-d-qqgetlta))/(2*a)
else comples:=true;
fn2x:=func;
END;
FUNCTION FN3Y(x: real ; a,b,c,d,e,f:real): real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
delta:=sqr(b*x+e)-4*c*(a*sqr(x)+d*x+f);
if (delta>=0) and (c=0) and (x<>0) then func(dfx+f)/(b*x+e))
else comples:=true;
fn3y:=func;
END;
FUNCTION FN3X(y: real ; a,b,c,d,e,f: real):real;
var delta,func:real;
begin
func:=0;
comples:=false;
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delta:=sqr(b*y+d)-4*a*(c*sqr(y)+e*y+f);
if (delta>=0) and (a=0) and (y<>0) then func(ety+f)/(b*y+d))
else comples:=true;
fn3x:=func;
END;
PROCEDURE ASSI;
var ix,iy,ym,xm,nl:INTEGER;
begin
xm:=xmed;
ym:=ymed;
setcolor(7);rectangle(0,0,xmax-xmin,ymax-ymin);
setcolor(14);
line(conv_x(0),ymax,conv_x(0),0);
line(xmax-xmin,conv_y(0),0,conv_y(0));
line(conv_x(0),0,conv_x(0)+5,0+7);
line(conv_x(0),0,conv_x(0)-5,0+7);
line(xmax-xmin,conv_y(0),xmax-xmin-7,conv_y(0):5)
line(xmax-xmin,conv_y(0),xmax-xmin-7,conv_y(0)+5)
setcolor(10);
sin:=-sfasax-(640/unita/2);
des:=-sfasax+(640/unita/2);
su:=-sfasay-(480/unita/2);
giu:=-sfasay+(480/unita/2);
if unita>min_unita_tacche then
begin
for ix:=round(sin+0.5) to round(des-0.5) do
line(conv_x(ix),conv_y(0)-Brv_x(ix),conv_y(0)+2);
for iy:=round(su+0.5) to round(giu-0.5) do
line(conv_x(0)-2,conv_y(iymv_x(0)+2,conv_y(iy));
end;
if unita>min_unita_puntini then
for ix:=round(sin+0.5) to round(des-0.5) do
for iy:=round(su+0.5) to round(giu-0.5) do
putpixel(conv_x(ix),conv_y(iy),9);
setcolor(7);rectangle(0,0,xmax-xmin,ymax-ymin);
END;
PROCEDURE grafico(xmn,ymn,xmx,ymx:integer; a,b&,dreal);
var u:string;
begin
Xmax:=xmx;
ymax:=ymx;
Xxmin:=xmn;
ymin:=ymn;
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xmed:=(xmax-xmin) DIV 2;
ymed:=(ymax-ymin) DIV 2;
setviewport(xmin,ymin,xmax,ymax,clipon);
passo:=1/unita;
assi;
sin:=-sfasax-(640/unita/2);
des:=-sfasax+(640/unita/2);
su:=sfasay-(480/unita/2);
giu:=sfasay+(480/unita/2);
X:=Sin+passo;
repeat
x2:=conv_x(x);
y2:=conv_y(Fny(x,a,b,c,d,e,));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end,
X:=X+passo;
until x>des;
X:=Sin+passo;
repeat
x2:=conv_Xx(X);
y2:=conv_y(Fn2y(x,a,b,c,d,e,f));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end,
X:=X+passo;
until x>des;
if (@=0) and (c=0) then
begin
X:=sin+passo;
repeat
x2:=conv_x(x);
y2:=conv_y(Fn3y(x,a,b,c,d,ef));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end,
X:=X+passo;
until x>des;
end;
X:=Sin+passo;
repeat
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x2:=conv_x(x);
y2:=conv_y(Fnrl(x,a,b,c,d,e,f));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,7);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
X:=Sin+passo;

repeat
x2:=conv_x(x);
y2:=conv_y(Fnr2(x,a,b,c,d,e,f));
if not(comples) then

begin
putpixel(x2,y2,7);
end;
X:=X+passo;
until x>des;
passo:=1/(unita*quadratura);
y:=Su+passo;

repeat
x2:=conv_x(fnx(y,a,b,c,d,e,f));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then

begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;

until y>giu;

y:=Su+passo;

REPEAT
x2:=conv_x(fnrll(y,a,b,c,d,e,f));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then

begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
y:=Su+passo;

repeat
y2:=conv_x(fnr22(y,a,b,c,d,e,f));
y2:=conv_y((y));



if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
y:=Su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fn2x(y,a,b,c,d,e,f));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
if (c=0) and (a=0) then
begin
y:=Su+passo;
repeat
x2:=conv_x(fn3x(y,a,b,c,d,e,f));
y2:=conv_y((y));
if not(comples) then
begin
putpixel(x2,y2,colore);
end;
y:=y+passo;
until y>giu;
end,
setcolor(10);
if (j1<>0) then
circle(conv_x(rx),conv_y(ry),2);
setcolor(12);
if (@a=0) and (c=a) and (b<>0) and ((e<>0) orX@y then
begin
setcolor(6);
line(conv_x(-e/b),0,conv_x(-e/b),ymax);
line(0,conv_y(-d/b),xmax,conv_y(-d/b));
end;
setcolor(7);
outtextxy(xmax-xmin-15,conv_y(0)+5,'x’);
outtextxy(conv_x(0)+5,10,'y");
outtextxy(conv_x(0)+5,conv_y(0)+5,'0");
setcolor(10);
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str(unita:3:3,u);
outtextxy(xmax-xmin-110,ymax-ymin-10,'Unit...: '%u)
setviewport(0,0,getmaxx,getmaxy,clipoff);
end;
procedure immetti;
begin
textbackground(1);
clrscr;
textcolor(15);
gotoxy(10,4);
write('Questo programma ti permette di traccibgeafico di');
textcolor(4);
gotoxy(30,6);
writeln(* '+chr(4)+' CONICHE GENERALI '+chr(4));
textcolor(15);
gotoxy(10,8); write('nota la sua equazione, dérdformazioni sul tipo e');
gotoxy(10,9); write("  sulla specie, ancleecasi degeneri.";
gotoxy(10,10); write('Inoltre ti permette di efigare una trasformazione della conica’);
textcolor(14);
gotoxy(10,12); writeln(" Inserisci i sei coefénti dell"'equazione generale:');
textcolor(11);
gotoxy(11,15); writeln( 3 ( )xy + ( )Y+ ( x+( Jy+( )=0);
gotoxy(12,15);readIn(a);
gotoxy(20,15);readIn(b);
gotoxy(30,15);readIn(c);
gotoxy(39,15);readIn(d);
gotoxy(48,15);readIn(e);
gotoxy(57,15);readIn(f);
j:=a*c*f+b/2*e/2*d/2+d/2*b/2*e/2-(d/2*d/2*c+a*e/Be/2+b/2*b/2*f);
j1:=a*c-b/2*b/2;
j2:=a+c;
if (4*a*c-b*b<>0) then
begin
rx:=(b*e-2*c*d)/(4*a*c-b*b);
ry:=(b*d-2*a*e)/(4*a*c-b*b);
end,;
end,;
procedure casi(a,b,c,d,e,f:real);
begin
if j<>0 then rang:=3
else
if (j1<>0) or (b*e-2*d*c <>0) or (4*c*f-e*e<>0) o(4*a*f-d*d<>0)
or (2*b*f-d*e<>0)
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then rang:=2
else
if (j2<>0) then rang:=1;
if rang=3 then begin
tipo:='Conica non degenere nagegpta’ end
else begin
if (j1>0) then tipo:='Ellisse degenerprecisamente degenera in’;
if (j1>0) and (a=c) then
tipo:="Circonferenza degenereexi@mamente degenera in’;

if (j1=0) then tipo:='Parabola degenegrecisamente degenera in’;
if (j1<0) then tipo:="Iperbole degenerprecisamente degenera in’;
end,;
if (rang=3) and (a=c) and (b=0) and ((j>0) arid>()) and (j2>0)) or
((j<0) and (j1>0) and (j2<0))
then tipo:='Circonferenza privgdrte reale’;
if (rang=3) and ((j>0) and (j1>0) and (j2>0)) or
((<0) and (j1>0) and (j2<0))
then tipo:='Ellisse priva di pareale’;
if (rang=3) and ((j>0) and (j1>0) and (j2<0)) or
((j<0) and (j1>0) and (j2>0))
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (eQ¥then
specie:='Ellisse dotata di paeg@e traslata e ruotata’;
if (b<>0) and ((d=0) and (eren
specie:="Ellisse dotata di paei@e ruotata’
if (b=0) and ((d<>0) or (e<>@en
specie:="Ellisse dotata di paei@e traslata’;
if (b=0) and (a=c) and ((d<x0)(e<>0)) then
specie:='Circonfernza traslata’;
if (b=0) and (a=c) and ((d=0pge=0)) then
specie:='Circonfernza centrata’;
if (b=0) and (d=0) and (e=0) 4fxD) then
specie:='Ellisse centrata o caren
end,;
if (rang=3) and ((j>0) and (j1=0) and (j2<0)) or
((j<0) and (j1=0) and (j2>0))
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (eQ¥then
specie:='Parabola traslata eatagt
if (b<>0) and ((d=0) and (eren
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specie:='Parabola ruotata’;
if (b=0) and ((d<>0) or (e<>@en
specie:='Parabola traslata’;
end;
if (rang=3) and (j1<0) and (j2=0)
then
begin
if (b<>0) and ((d<>0) or (e»then
specie:='Iperbole equilateralatase ruotata’;
if (b<>0) and ((d=0) and (eren
specie:='Iperbole equilatera atet
if (b=0) and ((d<>0) or (e<}@en
specie:='Iperbole equilateralttzs,
if (b=0) and ((d=0) or (e=@hen
specie:='Iperbole equilaterarrifeagli assi’;
if (b<>0) and((a=0) and (c=ajd ((d<>0) or (e<>0)) then
specie:='Iperbole equilatera orafiga riferita agli asintoti’,
if (b<>0) and ((a=0) and (cx8hd ((d=0) or (e=0)) then
specie:='Iperbole equilaterariiéeagli asintoti’;

end,
if (rang=3) and ((j<>0) and (j1<0) and (a<3-c)
then
begin

if (b<>0) and ((d<>0) or (eQ¥then
specie:='Iperbole non equilateaslata e ruotata’;
if (b<>0) and ((d=0) and (eren
specie:='Iperbole non equilateratata’;
if (b=0) and ((d<>0) or (e<>@en
specie:='Iperbole non equilateaslata’;
if (b=0) and ((d=0) or (e=@hen
specie:='Iperbole non equilatatrata’;
end;
if (j<>0) and (b=0) and (a=c) and (d=0) and (ea0dl (f>0) then
specie:='Coppia di rette immaginarie contageon parallele’;
if (rang=2) and (j1>0) and (j2<>0)
then specie:='Coppia di rette immaginarie cortieg@n parallele’;
if (rang=2) and (j1<0) and (j2=0)
then specie:='Coppia di rette reali norajf@e ma perpendicolari’;
if (rang=2) and (j1<0) and (j2<>0)
then specie:='Coppia di rette reali norajf@le ne perpendicolari’;
if (j=0) and (j1<0) and (b=0) and (d=0) and (eaby (f=0) then
specie:='Coppia di rette reali incidenti
if (j=0) and (j1<0) and (b=0) and (d=0) and (eaby (f=0) and (a=-c) then
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specie:='Coppia di rette reali incidenperpendicolari’;
if (j=0) and (j1>0) and (b=0) and (d=0) and (eady (f=0) then
specie:='Coppia di rette immaginarie’,
if (rang=2) and (j1=0) and (j2<>0)
then specie:='Coppia di rette paralledalfrod immaginarie) entrambe proprie’;
if (rang=2) and (j1=0) and (j2=0)
then specie:='Coppie di rette reali (dalalo perpendicolari) non entrambe proprie’;
if (rang=1) and (j1=0) and (j2<>0)
then begin if (d=0) and (e=0) and (f=0)
then specie:='Retta doppia (reale) pacp
if (d<>0) or (e<>0) or (f<>0) then
specie:='Coppia di rette parallelestidie ( reali o no )’
end,;
if (rang=1) and (j1=0) and (j2=0) then speciestt® doppia impropria’;
end;
var t:char;
begin
clrscr;
presenta;
repeat
comples:=false;
immetti;
gotoxy(10,18);
writeln("Vuoi operare una trasformazione del piamse e verificare’);
gotoxy(10,19);
writeln('come si trasforma la tua conica sia'legjlazione che nel grafico’);
gotoxy(10,20);
writeln(' Rispondere (819";
gotoxy(38,21);
readin(risp);
clrscr;
risp:=upcase(risp);
if risp="S' then trasformazione_coniche(a,b,¢fd,e
casi(a,b,c,d,e,f);
attiva_grafica;
unita:=15;
colore:=12;
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,a,b,c,d,e,f);
setrgbpalette(1,0,0,20);
seffillstyle(1,1);
bar(0,getmaxy-30,getmaxx,getmaxy);
bar(0,0,getmaxx,9);
setcolor(6);
outtextxy(10,450, Tipo di conica: '+tipo);
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outtextxy(10,460,'Specie di conica: '+specie)
setcolor(9);
str(a:2:2,aa);str(b:2:2,bb);str(c:2:2,cc);str(d;ad);
str(e:2:2,ee);str(f:2:2,ff);
setcolor(2);
outtextxy(240,479-8,'Formula; '+aa%k+bb+'xy+'+cct+'y2++dd+'x+'+ee+'y+'+ff+'=0"):
setcolor(15);
outtextxy(540,455,'INVIO Esci";
setcolor(3);
outtextxy(10,479-8,'Tasti: +/- Zoom '+chr(24)H&%)+chr(27)+chr(26)+' Sposta’);
setcolor(7);
outtextxy(250,0,chr(4)+' CONICHE GENERALI'+chrja)
setfillstyle(0,0);
if risp="S' then
begin
colore:=14;
readin;
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,at, btioeioft);
casi(at,bt,ct,dt,et,ft);
setrgbpalette(1,0,0,20);
seffillstyle(1,1);
bar(0,getmaxy-30,getmaxx,getmaxy);
bar(0,0,getmaxx,9);
setcolor(6);
outtextxy(10,450, Tipo di conica: '+tipo);
outtextxy(10,460,'Specie di conica: '+specie)
setcolor(9);
str(at:2:2,aa);str(bt:2:2,bb);str(ct:2:2,cc)gt2:2,dd);
str(et:2:2,ee);str(ft:2:2,ff);
setcolor(2);
outtextxy(240,479-8,'Formula: '+aa+'xy+'+bb+xyec+'yy+'+dd+'x+'+ee+'y+'+ff+'=0");
setcolor(15);
outtextxy(540,455,'INVIO Esci";
setcolor(3);
outtextxy(10,479-8,'Tasti: +/- Zoom '+chr(24)H&%)+chr(27)+chr(26)+' Sposta’);
setcolor(7);
outtextxy(250,0,chr(4)+' CONICHE GENERALI'+chrj4)
setfillstyle(0,0);
end,;
repeat
t=""
t:=readkey;
osx:=sfasax;



osy.=sfasay;,

ounita:=unita;

case t of
'+'"; unita:=unita*1.2;
' unita:=unita/1.2;
#75: sfasax:=sfasax+(1/unita*30);
#77: sfasax:=sfasax-(1/unita*30);
#80: sfasay:=sfasay+(1/unita*30);
#72: sfasay.=sfasay-(1/unita*30);

end,

if unita>640 then unita:=640;

if unita<=1 then unita:=1,

if (sfasax<>0sx) or (sfasay<>o0sy) or (unita<miba) then

begin
bar(1,11,getmaxx-1,getmaxy-31);
colore:=12;

grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,a,b,c,d,e,f);
colore:=14;
if risp="S' then
grafico(0,10,getmaxx,getmaxy-31,at,bt,obclt);
end,

until t=#13;

closegraph;

textbackground(1);

textcolor(10);

clrscr;

gotoxy(10,11);write(*"Vuoi ripetere con altri c@efenti ? (S/N) );

readin(risp);

risp:=upcase(risp);

until (risp='N");

END.

3)

program PROIETTIVITA_OMOLOGICA_DI_CONICHE;

uses crt,graph;

var t,yt,k,h,ytl,m,q:real;
I,X0,y0,X2,y2,x3,x31,y3,y31,y21:integer;
Xs,ys,pl,p2,p3,a,b,c,d,e,g:integer;

PROCEDURE coefficienti;

begin
gotoxy(12,1):writeln(PROIETTIVITA" OMOLOGICA))
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gotoxy(12,3);writeln('Immetti i coefficienti dellconica. ');
gotoxy(12,5);write( % xy+ Y+ x+ y+ =0):;
gotoxy(14,5);readIn(a);
gotoxy(20,5);readIn(b);
gotoxy(27,5);readIn(c);
gotoxy(34,5);readIn(d);
gotoxy(40,5);readIn(e);
gotoxy(46,5);readIn(g);
if b*b-4*a*c>0 then begin gotoxy(12,7);write('la@nica é un"iperbole");end;
if b*b-4*a*c=0 then begin gotoxy(12,7);write('la@nica &€ una parabola'’);end;
if b*b-4*a*c<0 then begin gotoxy(12,7);write('la@nica & un"ellisse'); end;
if ( b*b-4*a*c<0) and (b=0) and (a=c) then
begin gotoxy(12,7);write('La conica € una cira@mehza’); end;

END;

FUNCTION f1(x:real):real;

begin
if (sqr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)>=0) and (c<>0)Hen
f1:=(-(b*x+e)+sqrt(sqr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)))2*c);
if (sqr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)>=0) and (c=0) tén
f1:=(-a*x*x-d*x-g)/(b*x+e);

END;

FUNCTION f2(x:real):real;

begin
if (sgr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)>=0) and (c<>0)Hen
f2:=(-(b*x+e)-sqrt(sqr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)))2*c);

if (sqr(b*x+e)-4*c*(a*x*x+d*x+g)>=0) and (c=0)hen

f2:=(-a*x*x-d*x-g)/(b*x+e);

END;

PROCEDURE opengraf;

var gd,gm:integer;

begin
gd:=detect;
initgraph(gd,gm,'c:\bgi’);
if graphresult <>grok then halt(1);

END;

PROCEDURE immetti;

begin
gotoxy(12,8);writeln('Immetti le coordinate derntro di omologia :S =");
gotoxy(63,8);readIn(xs,ys);
gotoxy(12,10);writeln('Immetti i coefficienti déhsse: x+ y+ =07;
gotoxy(48,10);readIn(pl);
gotoxy(55,10);readIn(p2);
gotoxy(62,10);readIn(p3);



gotoxy(12,12);Writeln('Immetti il valore di k dilineamento : ');

gotoxy(52,12);readIn(k);
h:=-pl*xs-p2*ys-p3-k;
END;
FUNCTION fx(x,y:real):real,
begin
if (p1*x+p2*y+p3+h)<>0 then
fx:= xs+h*(x-xs)/(p1*x+p2*y+p3+h);
END;
FUNCTION fy(x,y:real):real,
begin
if (p1*x+p2*y+p3+h)<>0 then
fy:= ys+h*(y-ys)/(p1l*x+p2*y+p3+h);
END;
begin
clrscr;
coefficienti;
immetti;
opengraf;
x0:=320; y0:=240;
setcolor(15);
line(0,y0,640,y0);line(xo,0,x0,480);
for i:=1to 16 do
begin
line(xo-20%i,y0-1,x0-20%,yo+1);
line(xo+20%,y0-1,x0+20%,yo+1);
end;
fori:=1to 12 do
begin
line(xo-1,yo-20%i,x0+1,y0-20%);
line(xo-1,yo+20%i,x0+1,yo+20%);
end;
seffillstyle(1,14);
circle(xo+20*xs,yo-20%*ys,2);
t:=-32;
while t<=32 do
begin

if (p2 <> 0) and ( p1<>0) then begin mEgR; q:=-p3/p2;

yt:=m*t+q;
if (yt<=480) and (fy(t,yt)<480) and(fx(t)%640) then
begin
x2:=round(xo0+20*t);
y2:=round(yo-20*yt);
putpixel(x2,y2,2);
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end; end;
if (p2 = 0) and (p1<>0) then line(xo+mulf-20*p3/p1),1,x0+round(-20*p3/p1),480);
if (p2<>0) and (p1 =0) then
line(round(xo+20*t),yo-round(-20*p2),round(xo+20*t),yo-round(-20*p3/p2));
t:=t+0.01,;
end,
setcolor(12);
t:=-24,;
while t<=24 do
begin
yt:=f1(t);
yt1:=f2(t);
if (yt<=480) and (fy(t,yt)<480) and(fx(t)%640) then
begin
x2:=round(xo0+20*t);
y2:=round(yo-20*yt);
y21:=round(yo-20*ytl);
putpixel(x2,y2,11);
putpixel(x2,y21,11);

end;
t:=t+0.01,
end,
t:=-24,
while t<=24 do
begin
yti=f1(t);
yt1:=f2(t);
if (yt<=480) and (fy(t,yt)<480) and (fxft)<640) then
begin
x3:=round(xo+20*fx(t,yt));
x31:=round(xo+20*fx(t,yt1));
y3:=round(yo-20*fy(t,yt));
y31:=round(yo-20*fy(t,yt1));
putpixel(x3,y3,14);
putpixel(x31,y31,14);
end;
t:=t+0.01;
end,
readln;
closegraph;

END.
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CAPITOLO Ill : Trasformazioni del piano in sé - Dalla forma caparalla
forma generaMaeversa

1 Trasformazione del piano in sé 95

Caratteri generali sulle trasformazioni del piansé: definizione, equazioni, punti e rette
unite , invarianti.

2 Trasformazioni isometriche 97

Definizione — Proprieta invarianti — Equazione gatecon condizioni —
Principali tipi di trasformazioni is@tniche:
-) Identita : Definizione, proprieta ed equazione
-) Simmetria centrale: Definizione, proprieta egi@zione
-) Simmetria assiale: Definizione, proprieta edajone
-) Traslazione: Definizione, proprieta ed equagion
-) Rotazione: Definizione, proprieta ed equazione
Composizione di trasformazioni isonuoéte:
-) Glissosimmetria: Definizione
-) Rototraslazione: Definizione

3 Coniche isometriche 104

-) Ellisse dalla forma canonicadtirma generale mediante
Simmetria centrale ed assiale, tracieg
rotazione.

Equazioni e sintesi

-) Parabola dalla forma canonida farma generale mediante
Simmetria centrale ed assiale, tracieg,
rotazione.

Equazione e sintesi

-) Iperbole dalla forma canonitia éorma generale mediante
Simmetria centrale ed assiale, tracieg,
rotazione

iperbole equilatera - iperbole omografica
Equazione e sintesi

-) Circonferenza forma canonilia Borma generale mediante
Simmetria centrale ed assiale, traciag
rotazione.

Equazione e sintesi
-) Sintesi generale



4 Trasformazione omotetica e simile 118

-) Trasformazione omoteticadDefinizione - Proprieta generali -
Coniche omotetiche:
Ellisse, parabola, iperbeleirconferenza
Equazione generale e sintesi
-) Trasformazione simile o sitmdine: - Definizioni - Proprieta generali -
Coniche simili:
Ellisse, parabola, iperbeleirconferenza
Equazioni e sentesi

5 Trasformazione affine e proiettiva 13

-) Trasformazione affineférata: - Definizioni - Proprieta generali -
Coniche affini:
Ellisse, parabola, iperbol@reonferenza
Equazioni e sintesi

-) Affinita omologica od aogia: - Definizioni - Proprieta - Equazioni
-) Proiettivita omologicaDefinizioni - Proprieta - Equazioni

-) Trasformazione proiedtiov proiettivita: - Definizioni - Proprieta - Ecgiani

6 Dall’equazione generale all’equazione canonica 137

Teoria ed esercizi svolti

I Appendice 149

Uso cambio di variabiteAlgebra

CAPITOLO 1V: Elementi caratteristici di una conica

1 Nozioni di Geometria Proiettiva 151
Punti impropri e rette improprie — Retta Ampliat&ano Ampliato
Coordinate omogenee sul piano — Equazione detia @adella conica generale in coordinate
omogenee — Forma bilineare associata ad una ceriRedta polare di una conica

2 Elementi caratteristici di una conica 153
Diametro — Diametri coniugati — Diametri ortogonali
- Ellisse ed iperbole : - Ricerca delle coordinakadntro — Ricerca delle equazione degli
assi — Ricerca coordinate dei vertici — Indicazigmerative per la ricerca delle coordinate



dei fuochi e delle equazioni delle direttrici — Bica delle equazioni degli asintoti di
un’iperbole

- Parabola : Ricerca equazione dell’asse — Riceroedowate del vertice - Indicazioni
operative per la ricerca delle coordinate dei fuectielle equazioni delle direttrici

3 Posizione reciproca di una retta
o di un puntgoesto ad una conica 159

Posizione di una retta rispetto ad una conica taRahgente ad una conica — Posizione di un
punto rispetto ad una conica

4 Nozioni di Algebra lineare: Matrici. 166
Definizioni di : - Matrice — Matrice nulla — Matgcopposta- Matrice trasposta — Matrici
uguali — Matrici conformi — Matrice quadrata ediaeddi una matrice — Matrice diagonale —
Matrice unita od Identitd — Matrice triangolaredribre e superiore — Matrice simmetrica ed
emisimmetrica -

Operazioni con le matrici:

Addizione tra matrici e sue proprieta

Moltiplicazione di uno scalare per una ntare sue proprieta

Moltiplicazione riga per colonna tra matrici
Determinante di una matrice quadrata : definizieMdinore complementare e complemento
algebrico — Teorema di Laplace e Calcolo del deitgainte - Proprieta dei determinanti
Matrice Inversa : definizione e calcolo — Matriceg®lare : definizione — Matrice ortogonale :
definizione e proprieta — Matrici simili: definizie e Teorema spettrale — Matrice
caratteristica e polinomio caratteristico — Aut@rakd auto vettori.
Rango di una matrice quadrata — Traccia di unaiceaguadrata
Diagonalizzazione di una matrice quadrata: defameie teoremi
Ortonormalizzazione di una matrice quadrata: deifme e teoremi
Esercizi guida

5 Applicazione delle matrici alle coniche 176
Invarianti ortogonali di una conica — Classificamadelle coniche mediante gli invarianti —
Ricerca dell’equazione canonica di una conica oletarma generale —

Ricerca degli elementi caratteristici di una cordioametodo degli invarianti:

-  Ellisse ed iperbole : - Ricerca delle coordirggecentro — Ricerca delle equazione
degli assi — Ricerca coordinate dei vertici — ladioni operative per la ricerca delle
coordinate dei fuochi e delle equazioni delle diirgit— Ricerca delle equazioni degli
asintoti di un’iperbole

- Parabola : Ricerca equazione dell’asse — Ricerocedotate del vertice - Indicazioni
operative per la ricerca delle coordinate dei fuectielle equazioni delle direttrici

Esercizi guida.



CAPITOLO V : Proprieta metriche e problemi sultnche

1 Parabola 195
- Area del segmento parabolico
- Sottotangente, sottonormale e proprieta relatifteeo, direttrici e rette tangenti
- Proprieta generali sulla parabola

2 Iperbole 208
- Area che sottende un arco di iperbole equilatera
- Proprieta generali sull'iperbole

3 Ellisse 224
Area dell’ellisse secondo Keplero

Proprieta generali sull’ellisse

Iperbole ed ellisse

Triangoli isoperimetrici

4 Circonferenza 240
- Area del cerchio secondo Keplero
- Circonferenza di Apollonio
- Posizione di una retta rispetto ad una circonfeaenz
- Angolo fra retta e circonferenza e tra due circoriee che si intersecano
- Circonferenze notevoli:

. Circonferenza dei nove punti e sue appioaz
. Circonferenza di Mathieu

5 Appendice 245

- Sul concetto di diametro di una conica

CAPITOLO VI : Miscellanea

1 Fascio di coniche 249

- Caratteri generali - Intersezione di due conicRenti base e coniche generatrici
- Metodo dei fasci per la ricerca del fuoco di unaica

- Fascio di parabole: casistica

- Fascio di circonferenze: casistica, asse radicale

2 Luoghi geometrici connessi a coniche 266



- Asse centrale - Versiera di Agnesi - Quadrilatemmpleto e conica dei nove punti
- Curve d'ordine superiore al secondo
. Cissoide di Diocle: definizione, equazione,
grafico e applicazione alla duplicaziaet cubo
. Concoide della retta: definizione, equazione,
grafico e applicazione alla trisezioné'aegolo
. Concoide del cerchio: definizione, equazione,
grafico e applicazione alla trisezioné'aegolo
. Trisettrice di Ippia o quadratrice di Dinostra
definizione, equazione, grafico ed agdione
alla trisezione dell’angolo e alla quetdra del
cerchio
- Curve trascendenti
. Cicloide: definizione, equazione e grafico
. Spirale di Archimede: Definizione, confroron la
parabola, equazione, grafico e applicgezialla tri-
sezione dell'angolo e alla quadraturacgethio

3 Inviluppo, evoluta ed evolvente 285
- Inviluppo: definizione, equazione e regola.
- Evoluta ed evolvente: definizione, equazione eleego
- Curvatura e centro di curvatura: Definizione edazipne
- Esercizi guida

4 curve deducibili dalle equazioni delle coniche 294

- Teoria ed Esercizi guida

5 Inversione circolare 296
- Definizione e proprieta - Punti unitiigure unite ed equazioni
- Curve trasformate della parabola, diéitse
- Problema di Pappo

Appendice Programmi in Turbo Pascal 301

Bibliografia 333



